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УДК 517.518 


СНАВАСТЕВТЙАТТОМ ОЕ И ЛМРЕРЕМОЕКТ $ЕТ$ ОЕ < ЗИ 
РОТ К“ 


А. МаНпуап 


Кизяап-Аттетап (5[ауотс) Итуетуйу 
е-тай: агезйи.тайпуап@етай.сот 


АЪ$гасе АПИ -т4ерепдепЕ зе; оЁ < ЗИ ров т А” аге свагасениеа 
ш рарег [4]. ш 115 рарег уе сБагаметте а] И -ш4ереп4епе 5е{5 оЁ 


< Зи рошв шт В. 


Тве гези!з геплайа {гие а[50 #1 Ше сазе оЁ С“. 
Кеузога$: Еипдатеша! ро]упопа1, п4ерепдепЕ рот 5е*. 


1. тоодисйоп, свагасет17айоп$ оЁ ш4ерепдепЕ рошЕ 5её5 
Ге из зай мун зоте побайоп$. Оепое 
х = (х,х,,...^.), а =(а,@,,...@ а), 
м4 хи, |аЕа+а,-+...+@.. 


Пепо{е а150 Бу | =[], (В“) Фе зрасе оЁройупопна!5 ш 4 уанаЫез оРоа! 
Дестее по{ ехсеедте И: 


п = = уз ха ЕА,х с 
[“|<п 


1 Ше сазе 4 =2 \уе депо Бчейу П, =П®. 
\\е Вауе а 


4 Сйагачет2аноп оГ п-т4ерепаеи! 5ей5 оГ<Зп рот ... 


(п+а\ 
М№:= № := дна |“ = 
п п | а ) 
Ге аз Вх а зеё оГрошв: 


а и и ЕК“. 





ТБе ргоет о Виш? а ро!упопа] р Е В заизКуше фе сопа 101$ 
Р(х)=с, 1=Ъ2,...,5, (1.1) 
13 саПей ицегройацоп ргоМет ап4 Чепоеа Бмейу Бу ([“,Х’.). 
Тве ро[упопта] р 15 саПе4 а ааа пиегро!айпе ог $ ищегро]анпе ро[упопиа|. 
Оейш@оп 1.1. Тре ицегро[айоп ргоМет (П“,Х,) 5 саЦе4 зогаЫе, {юг 
апу зе! оруамех {с а а йеге ех1515 а ропот ре Пе зайзруте Ше сопй- 
Нопх (1.1). 
\е саП а ро[упопиа! ре Пе Кпдатепиа|, ог И -Вшдатепа, Юг бе рошЕ 
А=Х, ЕХ, апа депое иу р. := р. := Ро Ш 
Ро)=дь, 1=62..:4,5, 
У!/Веге О’ 15 Фе КгопесКег зупБо1. 


Еу14епйу а ро!упопла| (гот | ) уап1$Н те аё аШ ров Баё 4 15 а сопзапе 


Итез а Апдатета! ро]упопла]. Зотейтез И 1$ сопуешепЕ Юг из © са зисВ рау- 
попа Впдатепа] $00. 


Рейт оп 1.2. А 5её Х 15 саПеа ты -таерепаеть, ог БтеЙу п-таерепает, фа 


И; ипаатета! роупота[5 р. Е В. АЕХ, ех5Е 


Эшсе ше Кпдатета]| ро]упопта]5 аге Ппеа]у шдерепдепЕ \уе се фаё Фе №Ю1- 
1оулша 1$ а песеззагу соп оп Юг И -шдерепдепсе: 


5 < №. 


ш Фе сазе оЁ шдереп4епсе \уе Вауе Фе РоПо\уше Гаотапее Юпиша Юг а 
ро[упопиа зайзРуте пиегро!айпе соп4опз (1.1): 


м * 
р= ро с,Р;. 
ее] 


МехЕ ме Бипс Фе Вгз{ свагабепхайоп оЁ И -тдерепдепсе: 
Ргоро${ оп 1.3. А 5её Х 15 И-таерепает т 74 ИГ апа оу {йе тетроа- 
поп ргоМет (п | х) 15 зола. 
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шдее4, опе 514е Пеге №оПомз Нот фе Газтапее оппуа ап4 апо®ег 514е Ю]- 
1о\уз Кот фе ЁасЕ фаё Ше Рпдатеша! ро]упопта15 аге зо[айопз оЁ рагасшаг пщет- 
роайоп ргоЫеттз. 

№ от\ [её $ 41$с115$ Ше ро1зепез$. 


Рейн оп 1.4. А её Х ; & сайеа | -робеа, ог Блейу И -ровеа, {юг апу 
5е! оГ уашез о. Шеге ех1515 а ишдие роупот ре | зайзрлие ше 


сопатопя (1.1). 
Еу14епйу Фе оПо\лша 1$ а песеззагу соп@ оп Юг Фе ро15е4пезз: 


5=М. 
Репое Бу Рх {фе гезблсйоп оР роп Х. Ву изше ап е]етещагу Фасё о# Глп- 
еаг А1ееБта \уе се 
Ргороз#оп 1.5. ТВе пцегроайоп рго ет (Пе Х ) 15 ПОЁ ро1зед ап оу № 


ЗрЕП“ р=0, р(х)=0,1=1,2,...,М. 
Ог, ш офег \ога$, Фе пиегро!айоп рго ет (Пе, Хх ” 1$ 10 ро15е4 1 апа 


оту 1 еге 15 ап а1еега!с сигуе оЁ Чеотее < И раззте Шгоией а ве ройиз оЁ_А” м: 
Тье ЮПо\уше мо ргорозюоп$ сВагасетте п-ш4ерепепе $65 аз $1655 оЁ И- 
ро1зе4 зе{з (5ее [2], Гепа 2.1). 

Ргоро$ оп 1.6. Апу И -таерепаеии 5её Х ; иИЙ 5 < М сап Бе ещагзе4 10 ап 


Й -ро1е4 5. 


Мех ме Бип? Ше сПагасепханоп оЁ И -ш4ерепдепсе оЁ_Х ; Ш епи$ оЁ Ппеаг 


шдерепдепсе о{ зоте 5 уесбог$ т В“ 
Тре Уапдегтопае тайчх Г,(Х’,) юг @е роши зеё Х’, = {Хх Е ап@ п 15 
Фе ЮЦоулие деегттап: 


а а» ао 


2 >. си я тж (жа)" 


О еек" 
Туз Г,(Х) 1зап5х М -деегиитаие. 
ОБуои$[у \е Вауе Ша Ме пщегроайоп рго ет (Пи, х й 1$ И-ро1зеа 
апа ошу # Че Г,(Х,) = 0. 


6 Сйагачетганоп оГ п-т4ерепаеи! 5её5 оГ<Зп рот ... 


Ргоро$воп 1.7. А 5еЁ Х 5 И -т4ерепаеп! { ап4а от? { 1е 5её ог М -уесоту 
соттезропатз № Х 15 [теайу т4ерепаеги. 


т4ееа, 1её Х = р ‚. ТВе ех1\епсе оЁаП Рапдатета! ро[упопла1$ пеапз ай 


фе Ппеаг Ви] оЁ Ве сотой уесюг$ оЁ фе Уапдегтопае тах Г, (Х`,) сошаиз 1е 


уесюгз (1,0,...,0), (0,10, ...,0),...,(0,...,О,1) Е Е”.ТьЬегейоге фе го\уз оЁ Фе 


таблх аге Ппеату ш4ереп4епе. 


2. шдерепдепсе о? 5е65 оГ < и+[апа < 2и+1 ротб 


Гафег \уе Ш ие Пе ЮПо\уше Кпо\уп гези[$. 


Твеогет 2.1 (беуетт, 5ее [3] Тйеогет 8). Апу 5её оГ < п -+1ротб т А" в 
И -тдерепаети. 

РгорозЁ оп 2.2 (5ее [1] Ргорозтоп 1). Апу зе! ог < 2п +1ротв т В* в П- 
таерепаепи! {апа оп {по п + 2 о Шет аге соИтеаг. Могеоуег т Ше сазе о{т- 


4ерепдепсе еасй рот! йа5 а паатетю! роупотаа итсй 15 ргодисй ор [тез. 
Моу/ ме сеЕ геадПу фе ЮПо\уше согоПату: 


СотоПагу 2.3. Тйе оПомлие 5иетеп5 по тие юг Ппес: 
1) Апу зе! оё < и + [рой зИаае4 оп а Нпе 13 И -шдерепденк. 
1) Апу зер оЁ > и + 2 ров зйшае4 оп а Ппе 15 И -дерепденк. 


ТБеогет 2.4 (5ее [3] Тйеогет 6). Тре роет (П*,Х) 15 зола Ме, жий аП 
фе рой; оГХ Беопотз ю ап т- @тепяопа/! (1<т<К) [теаг зиБрасе Г, № 
ап4 оту {те ргоМет (П”", Х) 15 зола. 

т ХО те 

ВетакК 2.5 (5ее [3] Кетагк 7 й)). фе ргоЫет (П’,Х) в золаЫе, ий 
ОЙ аЙ Беопеоте ю ап т- Штепяопа! (1< т < а) [теаг 5иБ5расе Г, йеп 50 


5 Ше ргоМет (Г, У), лйеге фе ргоесйоп ог и ов Г х®, {=1,..5. 

Ветагк 2.6 (5ее [5] КетагК 1.7 11)). Тйе зе Х 15 п -таерепаетЕ ЁХапа ошу 
И Ше зе ТХ 15 И -таерепаепь тйеге Т’ 15 а попятешаг Птеаг гапзюгтайоп. 

№ 5 зесбоп \уе ие 1е заше 1е(ег, зау р, © депо а ро]упопма! р ЕП, 
ап4 фе сигуе ог всей р(х, у) = 0 13 ап едцайоп. Моге ргес1зейу, зиррозе р Е 1, 1$ 
а роупопта] оп тире Гас{ютз. ТВеп Фе сигуе оЁ деотее < и УИ ап едиаНоп 


Р(х, у) =0 
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\ууе саП а150 р. ТВе Ппез, сопис$, сиб1с$ ап Фе соггезропате ро!упопа1$ уе депое 
Бу а, Б.У ‚ гезреснуеу. Ву сос ог саыс \е теап а1еебга1с сигуез оЁ деэтее 2 ап4 
3, гезреснуйу. 

Твеогеш 2.7 (5ее [4] Тйеогет 5.3). биррозе аЕ а 5е! ор рот Х 15 ееп 


иий #Х <Зит В”. Тйеп ие рауе Ша Х в п- 4ереп4ет! Ёапа ошу {опе ор ше 
ЮюПомлие 5иетет5 йо145: 
1) Треге аге п+ 2 соШтеаг рот т Х, 


П) Тйеге аге 2п+2 рот оГ Х Беюопете ю асошс ВЕП,, 

Ш) #Х =ЗИ ап4 Шеге в а сис У ЕП; ап4 а сигуе © ЕП, зисй йе 
ие =, 

Еог пех аеЙтНоп \е пее4 Фе юЮПо\лие поайопв: 

Зиррозе [. 15 а Вурегр!апе ш А“, а 1за уесюг ш А“ СВ 18 поЁ рагаНе! вю 
[, ап4 А 13а рош ш А“. Бепое Бу =] да №@ Шпе раззшз Шгоизв А у а 


ОтесНоп уесюг а. 

Рей оп 2.8. \Ме саП А’, арош Нот Г, е рго]есноп оЁ_ А ул адтесноп 
аш , НА’ =И ПГ. 

СотоПагу 2.9. биррозе Шаг а 5е! орромв Х 15 етеп т А", Г ва рурет- 
рапе т А“ ‚ аб а уесюг т А“ зей 5 по рагаЙе! ю Г. Ш ше ргоМет 
(ПХ 1а) 8 5ОмаЫе еп 50 15 йе ргоет (ПХ ), ийеге Х, „аге фе ргодес- 


ноп5 о фе роткв оГ Х аопе Ше @тесноп а оп Ё. 
РгооЁ. биррозе, у от! 105$ оЁ сепегаШу, Фа Г 15 злуеп Бу ап едиайоп 
х, =0.Теё а = (а, а,,....а,).Егот сопа 010$ уме Бауе Фаё а, * 0. Геё из 4епое 


{фе зеЁ оЁ ргодесНоп$ оЁ рошб оЁ Х оп Ё Ъу Х,. Сопзаег фе ЮюПоумаз Ппеаг 
папзогтайоп х’ = Тх, \Веге Т’1$ Фе ЮПо\упе тайлх: 
[даа | 
— О 1... а/а, 
0 1 


Ц 1$ сазПу зееп, па Т 1$ попзшешаг, ТЁ = Сапа рго]есйоп$ оЁ ойг рош 
ош А ш (х,х,..х) сооатаез оп Г сошее мВ ргоесбопз ш 
(х,х.,...х,) соог@таез оп Г аюпе а. \е Вауе фай 1е ргоМет (П“,Х а) 8 
зо]уаЫе. Мо\ ассог4те ю ВетагК 2.6 ше ргоМет (1“,Х 7.) 15 зо[уаЫе юо. ЕтаПу 
ассог4те 0 ВетаК 2.5 Фе рго ет (74 ‚ Х) 13 зо|уаЫе \мсН ЯпузВез Ше ргоо?. 


8 Сйагачет2аноп оГ п-т4ерепаеи! 5её5 оГ<Зп рот ... 


3. шдерепдепсе о{ < Зи рошб ш А“ 


шт 15 зесбоп Бу а р!апе т А“ ме шеап а (мо-нптепз!юпа! р1апе. 
ш 15 зесНоп \е \Ш ргоуе оиг тат гези. 


Твеогет 3.1. биррозе йа а 5её оГрот5 Х 15 втеп мий #Х <Зпт в. 
Тйеп уе йауе фа! Х 15 п- 4ерепает !апа ошу {опе ор Ше юЦомлиз 5киетепт& 
ро1465: 


1) Тйеге аге п+ 2 соШтеаг ротв т Х, 


|) Тйеге аге 2п+2 рот оГ Х Беопате 0 а сошс ВЕП. т а рапе, 


11) #Х =Зи ап йеге #5 а сис УЕП. апа а сигуе 9`Е Ц, т а рапе 5исй 
ау По =Х. 

Ге а$ Нт$Е ргоуе Фе оПо\ушэтее 1етптлаз. 

Гетта 3.2. биррозе Фа! а 5её ог Зп,п>2, рот Х 15 <1еп т А“ апа 


АЕХ . 5ирро$е або тай 
1) Х 5 лоЕ сорапаг апа Шеге аге Зп —1 сорйапаг рот т Х, 
2) Тйеге аге по п + 2 соШтеаг рот т Х опе орисй 15 А, 


3) Тйеге аге по 2п-+ 2 сорапаг ротв оГ Х Беопятз ю а сошс опе ог 
уйсй 15 А. 


Треп йеге 65 а }ипаатепий ропот р. = и ог фе ройи Ат Х. 
РгооёЁ. Ге! из Яп4 а йпдатеша| ро]упопта] РЕ хла: ГЕ $ аепое Бу Ё Ме 
р!апе \УысН сомашз Зи—1 рошб Нош Х,Бу А Ше ро йош Х \ЫсСЬ 15 по 


Беопоше ю Е.Е! аззите па А. Ц 1$ еазПу зееп паё а Пурегр!апе \Йись 1$ 
соташтте р!апе Г ап 40е$ по! раз рошё А \Ш Беа Вшдатета| ро]упопиа! Юг 
Пе рошЕё А. М№\ аззите, Шаё АЕ Ё. ш \е\м оЁсоп@ оп 1) апа ТВеогет 2.7 а ей 


оЁ Зи—1 сорйапаг рошв Х\ = Х\{А} 15 п-шдерепдене. \/ИВоц: 103$ оЁ зепегаШу 
аззите Шаё Ше р!апе Г 1$ сошс еп умив {х, = 0;1=3,4,...,4}. [её аз депое а 
Кпдатепа! ро!упопиа! Рог рошё А ш Х, Бу Ри х 2 (№№). Ге из депо а[5о Ше 
ргодесНоп оЁ рошё оЁ А ш \е р!апе СЪу А, . Ешзё аззите фа Рах „2 (Аь) =0, 
1.е., А, 18 уше оп Фе сигуе э1уеп Бу а пдатеша! роупопма| оЁ рошЁ оЁ А. ш 
{1$ сазе \уе Бауе фай р. ха >,» Ха) = Я. х „2 (ХХ) 15 а впаатеша! ройу- 
поп!а| оЁ рошё оЁ Аш Х. № \ аззате, фа Рах „2 (Аь) = 0, 1.е., А, 1$ по! 1уше 


оп Фе сигуе э1уеп Бу а шдатета! ро[упопа] ог рошЕ оЁ А. ш 15 сазе ме сап 
Ноа а тесНоп а ап4 арр!у а Ппеаг гапзКЮюгтаЯоп @15$си5зе4 ш СотоПату 2.9, засв 


а ИЯ и (4’)=0, \веге А” 18 Фе ргоесНоп оЁ е рошё А Бу Ше атесноп а. т 
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11$ сазе \е Вауе фа! Ра клал») Е р. х„2(№>%) 18 а идатеша! ро]у- 
попа! оР фе рой оЁ Аш Х’, мВеге Х"’=(Х\4А)ЦАЗ. 

Гетита 3.3. биррозе таг а её оГ 6 ротб Х, 5 эмеп т ей 5иррозе або 
МТ 

4) Х. 5 по! сорапаг, 

5) Тлеге аге по 4 сойтеаг рот; т Ху. 

Треп Ху 15 ло таерепаети. 

Ргоо{.Неге \е \Ш 415$си55 @гее сазез. 

Сазе 1. ТБеге аге 5 рошв ш Х, Бе!опеше а (\0-4итепз!опа]) р!апе 4е- 
поеа Бу Ё. Ге из Нп4 а В пдатетша| ро]упопта р. ог е ропе АЕ Х.. ЕизЕ аз- 
зите {фа А = А 1$ Фе рошё ш Х, ой е оЁГ ‚1.е., АГ. ш 1$ сазе юг впаа- 


тета! ро]упопиа! \уе 1аКе а Бурегр!апе усВ сопашз Ше р!апе Ё ап4 40оез по 
раз$ @гоиеВ Ше рошЁЕ А. № \ аззите А Е Ё..Ассогате ю Ргорозюп2.2 фе Нуе 
ров о М = Х, ПГ аге2 -тдерепдепе т [ по Юг о ет аге соШпеаг ап4 ог 


апу рошЕ фе пдатеша! ро[упопиа] 15 а ргодисё оЁ 2 Ппез. Ге из депо Бу / апа 
. пе сотропеп$ оЁ пдатеша! ро!упопиа! оЁ фе рошё А Юг Ше зеё Х\. Эепое 
а150 Бу Г, Ше р!апе, УЛмсЬ 15 раззше @гоиеВ фе Ппе / ап@ рой А, апа Бу Г, а 
рапе \ЫсВ 1$ раззте @гоизН /[, апа 15 аНегепЕ от С. 61$ сеаг паё А®Ё 0Г.. 
Мо И 15 сазИу зееп (наб \е сап споозе р, =Н,Н,, чвее Н, апа Н, аге Вурег- 
р!апез мрсЬ сошат р!апез Д. ‚ [, ‚ гезресиуеу, ап4 40 по! разз гоизН рошЁ А. 
Сазе 2. ТВеге аге 4 рош ш Х. Бе!оп?ше {о а р!апе депое4 Бу Г. Зиррозе, 
ш уе\ оЁ сазе 1, Ваё пе геташте мо ро аге ое оЁ Ё. Гей из сопзгас а 
Кпдатета] ро]упопта1 р. ог фе рони АЕ Х.. Ен аззате фа! = 4 С. ТеЕ из 
депо Бу А, фе офег рошё ошые оЁ Г. РепоЕ а1з0 Бу Н| а Вурегр!апе св 15 


раззте @гоизВ рошё А, ‚ Биё по{ рошё А. ТБеп И 15 ‹еаг, {Вай р = ННь, \еге 


Н 13а Вурегр!апе \Умсв сощашз р!апе Г апА 1$ пой раззте @гоиев рошё А. №о\ 
зиррозе а{ А ЕЁ. Ассогаше №0 Ргороз!юп 2.2 1е Ююиг рошб аге 2 -ш4дереп4ете 


ш СИ Феу аге поф соШпеаг. А15о г апу рошЁ фе Капдатепиа! ро]упопта! 1$ а 
ргодисё оЁ 2 Ппез. Гей из депое Бу / апа [› Ше сотропеш оЁ 1$ идатепа1 


ро!упопа1. Оепое Бу [, Ше р!апе раззше @гоиеВ роше Аапа Ние 1, 1=1,2. 
Мо\/ И 15 еазПу 5ееп па \е сап своозе р. =НН, , \пеге Н, 18 а Вурегр!апе св 


сощаиз Ше р!апе [, ап 40е$ пой разз @гоиеВ роши А. 
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Сазе 3. ТЬеге аге по 4 сорЙапаг рош6 ш Ху. ГеЁ и$ сопзгис( а Ёпдатеша] 
роупопиа! р. Бог Фе рони АЕ Ху. Репое 5у Д/ Ше р!апе раззше тоиеН Ше тее 


тетатте рот. 1( 15 СТеаг, па А Д.. Репое Ъу Г, а р!апе раззте @гоиеВ овег 
Со роз ап@ поЁ раззше Шгоцей А. М\ И 1$ еазПу зееп Ша \ме сап 
своозе ый =Н,Н, , мвеге Н; 18 а Вурегр!апе уфсЬ сощай$ Фе р!апе Г, ап4 4ое$ 
001 разз Шгоцей рошЕ А. 

Гешиа 3.4.Зиррозе фаё а зеё оЁ Зи,и>2, роз Х 5 еп ш А“ апа 
АЕХ . Заррозе а[50 фа 

6) Х 55 по! сорапаг ап4 тогеоуег йете аге по Зи —1 сорапаг рот тХ, 

7) Тйеге аге по п + 2 соЙтеаг ротв т Х опе орищсй 15 А, 


8) Тйеге аге по 2п+2 сорйапаг ротб ор Х Беюопетз ю а сошс опе ор 
уйсй 15 А. 


Треп Шеге 15 а ипаатета! роупотиа] р. = Рика юг Ше рот Ат Х. 


Ргоо{. Неге ме \Ш арр!у шдисНоп Бу п. ТВе сазе и =2 1$ ргоуе4 ш Гетта 
3.3. №о\м аззите фа пе заёетепЕ 014$ Рог Ше сазе и —1, ме у ргоуе И Юг И. 

Неге ме \”Ш 415си$5 Нуе сазез. 

Сазе 1. ТВеге аге Куо Ппез раззте гоией е рошё А ап и офег ро 


Нот Х еасЬ.Ге $ Чепое Фезе Ппез Бу [ ап4 [,. ш уе\ оЁ соп@ оп 6) Шеге 1$ а 
рошЕ В \/мсв 15 поЁ ш Пе р!апе сощашше Ше Ппез /,/,. [её из депо Бу Г Ше 
р1апе раззте ШгоцеВ е роше В ап4 (мо рош 4,1 =1,2, уВеге А, 13 а ропи йот 
[| АНегепе бот А.Ш 15 сеаг па Ая Ё. [её из зВо\и а а зеё оЁ 3(и-—1) рош 
Х, =Х\{В,А,А,} зайзНез еИВег Фе зайетеп$ оЁ Фе Геша ог сазе и-—1 ог 
Гегата 3.2. ш уе\ оЁ6) Х, 15 по( сорапаг, фегеРоге ейВег бе сопа@оп 1) ог 6) 15 
зайзНе@ ш Ше сазе оЁ и—1. Мехе 1её ‘из зво\, фа Х, зайзНез фе соп@ ют 7) 
(\ыев сошс4ез зу соп@ оп 2)) ш Ше сазе оГ п-1, 1.е., Шеге аге по 
(п-1) +2 =пи +1 соШпеаг рот ш Х, опе об\веВ 15 А п4ее4, фе Ипез /,/, аге 
раззте Игоизви ро опе оЁ “мс 15° А.ТВе патфег оЁ геташте рош 1$ 
(3п-3)-2п-Г=и-2.ЕтаПу 1её из зВо\у, фаё Х, зайзНез е сопашоп 8) 
(\Лисв сошс1!ез УЛ сопдюп 3)) ш Фе сазе оЁ п-1, 1.е., Шете аге по 
2(п-1)]+2=2и рошб Беопеше © а сошс опе оЁ \сН 15 А п4ее4, фе сошс 
\И Ше сотропеп [ ап [. сомашз (п-0+(п-1+1=2и-1 рошё опе оЁ 


\Ысй 1$ А.Оп Фе оШег Бап4 а сопс раззте @гоией теташте и—2 рошб6 сап 
раз$ а150 а поз 4 ро опе оР\/мсЬ 15 А.ТВаз, Бу Фе шдисНоп Вуро®ез15, {Пеге 


ех1565 а Итдатета! ро[упопла! Ра а Рог роши Аш Х,. №\ И 15 еазПу зееп 
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* * . . . 
Фаё \уе сап сБоозе рух. =рР, ея Н , УВеге Н 1$ а Вурегр!апе ммс сошаз 


Пе р!апе Г апа 40е$ по{ разз @гоиеВ рошЕ А. 
Сазе 2. Треге 15 а Ппе / раззше ШгоиэН пе рошё А ап И офег рой йот 
Х апа Фете 15 а сошс Враззте @гоиеН рошё А апа 2и-—1 офег роб йот Х. 


1 \е\м оЁ соп@ оп 6) ме сап аззите Фа / апа Д аге поё сомаштед шт Фе зате 
Рапе. [её из депое фу В Ше рошЕ Нош / @Шегеи Нот А Бу А,А, Ше рошв 
бот Д Ч1Шегег Нот А. Ге аз депое ао Бу Г, Ше рапе раззште @гоиеН рой 
В, А, А,. И 1$ “Меаг фаё АГ. Ге из зВо\ Па а зеё ог 3(и-1) рошв 
Х, =Х\{В,А,А,} зайзНез еИВег Фе зёйетеп$ оЁ Ше Геша г сазе и-—1 ог 
Гегата 3.2. [1$ феаг Ваё Х, 15 по{ сорЙапаг, егеоге ейфег {Ве соп@ оп 1) ог 6) 15 
занзНе ш Ше сазе оЁ и-— 1 .Мехе [её из зВо\, Ша Х, зайзНез фе зате соп@ оп 7) 
(уБ1сВ сошс!ез \ИН сопаюоп 2)), 1.е., Феге аге по (и-1)+2=и-+1 соШпеаг 
рош ш Х, опе оЁ\ЫсЬ 15 А. шдееа, пе Ппе / сошаш$ И рошв Нот Х, опе оЁ 
\ЫсВ 15 А, ап Ше геташие рой аге Бе!опеште © фе сопс Д. ЕтаПу 1её $ 
зво\, ФаЁ Х, зайзЯез фе сопд1юоп 8) (\ЫсВ сошс14ез у сопаоп 3)) ш фе 
сазе о п-1, 1.е., Шеге аге по 2(п-1)+2=2и рониз Беопаше ю а сошс опе оЁ 
\1сВ 15 А. шаеед, фе соше Д соматз аё 1105 21-2 ро оп оЁ мВ 13 А. 
Ап4 Ше геташтите рой аге Бе!опоше 1ю Ше [пе /. Таз, Бу Ше шдисНоп вурое- 
515, Шеге ех15{5 а Кпдатеша! ро]упопта] в аа Рог рошё А ш Х,. №\ И 15 


сазПу зееп ФаЁ \ме сап своозе В, на Ра х„1аН › Увеге Н 15 а Вурегапе 
\/мсй сопат$ Ше р!апе Г апа 40е$ по! раз$ гоиев рошЁ А. 

Сазе 3. ТВеге 15 ап итедис1Ые сотс В раззте @тгоиеВ Ше роте А апа 2и—1 
ог 2и ойег ро йот Х’. [её 1$ депое Бу [/ Ше рапе сошапиае Ше сошс Д. т 
уе\/ оЁ соп@ Шоп 6) Шеге 1$ а рошЕё \ЙмсЬ 1$ пой Бе!опеше шЁ. Ге ч$ депо 1$ 
рошЕё Бу В. Геё из депове а1зо Бу А, А, Ше рошв Нот Д АИГегег бот А ап@ Бу 
[ ®е р!апе раззте @гоизН рот В, А, А, . 115 с1еаг Наё Ая [.. Ге из зВо\\ а 
а зеё ог 3(и-1) рошв Х:=Х\{В, А, А,} зайзЙез ейпег Ше зетет оЁ Ше 
Гегата ог сазе и—1 ог Гепа 3.2. | 1$ Феаг Вай ХУ, 15 по сор!апаг, {пегеоге е1- 
ег пе сопаоп 1) ог 6) 15 зайзНе4 ш Пе сазе оЁ и-—1.Мехе [её из зВо\у, ва Х 
зайзНез Ше зате соп@ оп 7) (\ммеН сошс14ез ум сопаоп 2)), 1.е., Шеге аге по 
(п-1]+2=пи-+1 соШпеаг рот ш Х\ опе оЁ \ысВ 15 А. шдее4, № фе и-2ог 


п-1 геташше патбег оЁ рониаге поё ш Фе р!апе [, Феу сап Бе соШпеаг ми 
А \ЫсЬ 15$ поф сопга1сй 10 соп4юоп 7). ш фе ошег Вала, ш \1е\\ оё 6), Ше тах1- 
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тит питбег оЁ теташте рот \ЫсВ аге 1уше шЁ 18 И-2. ш 5 сазе Фе Ппе 
раззте @гоцеВ геташие ро ап@ Асап раз$ а!50 аё п105ё опе рошё йот Д 


\ЫСН 15 п0{ сопга41с5 ю соп@ оп 7) юо. ЕтаПу 1е{ из зВо\, паё Х, зайзНез 1е 


соп оп 8) (\УЫсв сошсез \ИВ соп4юоп 3)) т 1е сазе оЁ и -—1, 1.е., беге аге по 
2(п-1) +2 =2и ропиз Беюопеше {© а сос опе оЁ \сь 15 А. пдеед, Фе сопс В 
сопа$ аё 110$ 2и—1 рош6 оп оЁ \мсЬ 1$ А.ТВе патбег оЁ геташте рошб 15 
(Зи—-3)-(2п-=и-2.Тьаз, Бу Фе шаисНбоп Вуро@ез1, еге ех155 а Ашаа- 


тета! ро[упопла1 В. Я Ког рошё Аш Х,. №\ И 15 еазЦу зееп а \ме сап 


своо5е Ри = р. хлаЯ › \УВеге Н 18 а Вурегр!апе \\мсев сошайа$ Ше р!апе Г, 


ап4 406$ по{ раз$ Игоией рошё А. 

Сазе 4. ТБеге 15 а Ппе / раззте ШгоиэН пе рошё А ап И офег рой йот 
Х. ш \е\ ОЕ сазе1 ап4 сазе 2 оШег рот аге по! [ушз оп а сошс ап4 Фетге 1$ по 
Попе раззше гои?В рошё А апа и офег рошё Нот. Ге{ из депое Бу А Фе рошЕ 


Нот / Ф@егеп Нот А. [её из депо а1з0 Бу А, ап А, Ме рошв йош Х засЬ 
Фаё Ше р!апе С сошашше Ше рошв А,4,, А, 40е$ по{ разз пе рошё А Гей из 
зпо\и Шаё а зеёоЁ 3(и-—1) рошв Х =Х\{А, А,, А;}} зайзЙез ейег Пе звайетеп$ 
оЁ ве Гепа Рог сазе и—1 ог Гепа 3.2. | 1$ феаг Ваё Х’, 1$ по! сор|апаг, Веге- 
Роге еИпег пе соп@ оп 1) ог 6) 15 зайзНеЯ ш Ше сазе оЁ и-—1.Мехе 1её из $Во\, 
Фа Х, зайзНез Ше зате соп@ оп 7) (\\ЫсВ сошс!4ез у сопд1оп 2)), 1.е., еге 
аге по (и-1)+2=и-1 соШпеаг ро ш Х, опе ору ШеВ 1 А. шаееа, ше ше / 
сотат$ И рошб опе оР\/мсЬ 1$ А ап4 еге 1$ по Ппе раззте @гоизВ пе рошё А 
ап4 тоге фепи рошё Нош Х,. ЕшаПу [её $ зВо\у, фа Х, зай5Нез фе сопа оп 
8) (уымсЬ сошсез зу соп@ оп 3)) ш Ше сазе ор и-1, 1.е., Феге аге по 
2(п-1]+2=2и рон Беопете ю а сопс опе оЁ ммс 15 А. шдее4, Феге 15по 
сос соташше 2и ро опе оЁ \ЫсВ 1$ А \ЫсЬ 1$ ш Ше зате р!апе \мий е 
Цпе /. Апа ше офег питБег оЁ тете ро 15 (Зи—3)-п-2и-—3. ТВаз, Бу бе 


шдисйоп Буро®ез1$, Шеге ех155 а пдатеша| роупопта1 Ра ое Юг рошЕ Ат 


. . . * * . 
Х,. №у И 15 еазПу зееп Шаё ууе сап своозе Рау = Рах ча Н ‚ увеге Н 1за 


Вурегр!апе св сощаиз 1е р]апе Г, ап4 40е$ пой раз$ тоизВ рошё А. 

Сазе 5.ТВеге 15 по Ппе раззште гоией фе рошё Аап4 оег И рошб Йот 
Х ап4 Феге 1$ по сошс раззте @гоцей Ше рошё А ап4 офег > 2и-—1 рош5 йот 
Х Ге из 4епоие Бу Ё Фе рапе \ЫсВ раз$ пе рошё А ап4 сошат$ тахиптит 
патьег оРрош Нот Х. [18 с1еаг паё Г сомашз <Зи-2 рошв Нот Х’.Геё в 
4епое Бу 4,4, Ше рош Нош Ё зисВ фа 4, А, 4, аге пой сор!апаг. [её из 4е- 
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по{е а!зо Бу А, апу рой Нот Х’ засЬ фай Ше рапе [, раззше гоиэВ пе роши5 
А, А,, А, засЬ ай Г, 40ез поё разз е рошё А Гей из зВо\и а а зе оЁ 3(и—1) 
рош8ё Х:=Х\{А,4,,А,} зайзНез ейБег Че заетеп оЁ ще Гепита Фог сазе 
п-—1 ог Геша 3.2. [1$ сеаг фаё Х\ 18 поё сор!апаг, фегеоге ейВег Ве соп@ оп 
1) огб) 15 зайзНе4 ш Ше сазе оЁ и—1.Мехе И 15 с1еаг, а Х, зайзНез Ше зате соп- 
Фот 7) (\МасЬ сотс14ез ув сопа!оп 2)), 1.е., беге аге по (п-1)+2=и-+1 со|- 
Преаг рош5 ш Х, опе оЁ м сЬ 15 А. ЕшаПу И 1$ с1еаг, фай Х, зайзНез Ше соп@1- 
Чоп 8) (УыМсв сошс4ез \И соп@юоп 3)) ш 1е сазе оЁ п-1, 1.е., Шеге аге по 
2(п-1)+2=2и рош Беопеше © а сошс опе оЁ \сь 13 А. Таз, Бу Фе шдис- 


боп Буроез1з, Феге ех15{5 а Апдатета! ро[упопта! р. ха ЮГ роше Аш Х.. 


. . . * * . 
М о\ И 15 еазПу зееп фа \е сап сво0зе Ри хи = Рах иаН › \Веге Н 18 а Вурег- 


р!апе \мсВ сошаиав Фе р!апе Г, ап 40е$ по{ разз гои?В рошё А. 

Егота Гетптла 3.2, 3.3 апа 3.4 ме се теад Пу Фе оПо\пе 

СогоПагу 3.5.бирро5е йа а 5её оГ <Зпротв Х в амеп т В Зиррозе 
або Ш 

9) Х 15 по! сорапаг, 

10) Тйеге аге по п-+ 2 соЦтеаг ротв тХ, 

11) Тйеге аге по 2п + 2 сорапаг рот оГ Х Беопате 0 а сотгс. 

Треп Х 5 п-таерепает т В“. 

Ргоог. Еи$ё аззите фа Я#Х <3и. Шш 15$ сазе \ме сап сопзас 
Х'=Х{0,....х=Зп-#Х у еазИу а44ше а забсет питбег оЁ ройиз 
ир © Зи засН фа Ше $аетепе 10) ап@ 11) ау шие юг Х” ‘юо. ш \е\ оЁ сопд1- 
Чоп 9) Х’ 18 поЁ сорЙапаг уе. Мо\и \ИПоце 105$ оЁ оепегаШу аззите паё #Х =Зи. 


Тре сазе и=1 1$ оБ\!0и$, зшсе апу @тее поё соШпеаг рош Ш А“ аге 1- 
ш4ерепдете. МехЕ № п=2 еп 2 -шдерепдепсе ог 6 роз ЮЦо\з йот Гетта 
3.3. М№о\м [е1 из 415си5$ Бо сазез. Её аззитле аЁ Шеге 1$ а рошё засп фа офег 
Зп-—1 рошв аге сорапаг. Ассог4те 1ю Гепита 3.2 Х 18 И -шдерепдеп ш А“. Мом 
аззите аЁ апу зи6зеЁ оЁ Зи—1 рошб6 оЁ Х 15 по! сорапаг. ш 41$ сазе ассог4те 
ю Гетиа 3.4 Х 18 И -п4ерепаепе т А“. 
№ №ш\/ \е аге ш а роз оп {о огти|ае опг Баз1с гезай. 

Твеогет 3.1. бирро5е та а 5её орротв Х 15 отеп лий #Х <Зп т В. 
Тйеп уе йауе фа! Х 15 п- дерепает {апа ощу Гопе оГ ше ЮПоилие укетептв 
ро: 

1) Тйеге аге п+2 соЙтеаг ротв т Х, 


|) Тйеге аге 2п+2 рот оГ Х Беопате 0 а сошс ВЕП. т а рапе, 
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11) #Х = Зпала Шеге #5 а сис УЕЦ} апа а сигуе ЕП, т а рапе 5исй 


пауПо=Х. 

РгооЁ. Те шуегзе парПсаНоп По\уз геадПу Нот ТБеогет$ 2.4 ап4 2.7. Ге 
5 ргоуе Фе 112 пирИсаНоп. Е! аззате {Па Х 1$ соматей т а р!апе. Треп от 
ТВеогет 2.7 \ме Бауе Ша опе оР 1), И), 11) сопаюот$ 6014$. Мо\ 1е{ и$ аззите 
Фа Х` 1$ по! сорапаг. ш 11$ сазе ассог4те 10 СогоПату 3.5 опе оЁШе сопа1опз 1), 
1)) Во14$. Тиз Фе ие парПсайоп 15 ргоуе4 100. 
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п-очИЮ <3и Ч65ЗБГЬ РОЗСОБеЗПЬооЬГЬ РУОБЬООАСПЬьОС 
К“ -ПЬО 


Ц. бСафрарой 


п-ОЩим < Зи ЦЕиЕрр рааЧоцерта рр К? м рапочлар аб В 
[4]-054: Чуа морали арии УБар рапцашароти Бар роор И-шацаа < Зи 
УЕоЕрЬ ра рот Бр А“ ри: 

Рипр риа ро рр Кро В би С“ -пьи: 


ХАРАКТЕРИСТИКА МНОЖЕСТВ л-НЕЗАВИСИМЫХ < 3п 
ТОЧЕК В А“ 


А. Малинян 


2 
Все И-независимые множества <Зи точек в А“ охарактеризованы в 
работе [4]. В данной статье мы характеризуем все И -независимые множества 


а 
< Зи точек в А". 


А 
Все эти результаты остаются правильными и в С г 
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Аннотация. В работе исследуются некоторые свойства многочленов, 
гипоэллиптических относительно группы переменных. Получена 
связь между частично гипоэллиптическим и гипоэллиптическими от- 
носительно группы переменных многочленов, а Также исследованы 
свойства характеристических многогранников данных многочленов. 


Ключевые слова: ГИПОЭЛЛИПТиИчЧнНоСТЬ, частичная 
ГИПОЭЛЛИПТиИчЧнНоСТЬ, ГИПОЭЛлЛИПТиИчЧнНостТЬ относительно группы 
переменных. 


81. Основные обозначения и определения 


Пусть №- множество натуральных чисел, №, =№ 140] : 
№ множество п -мерных мультииндексов, ее: точек 
а = (а... у 5а, 50; е\№ /=1....,п, К" —п -мерное вещественное эвклидово 
пространство точек 
2=(2,2.,..2,), С=ВхИЦР =-1), В! = {6 в", >0,7=1,...п} и 
№ = — бо нс, #0}. Для 61ПеЕА”’, К геЕМ,,1<К<и, |< г< И, 
1ЕК,, ДЕК и @ЕМ обозначим (2,7) =&п+ ... +Ё 1, 
Е Е а а о 


а 
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а|=а +...+а„, @!=а!...а! и 0=ря...0*%, где 


п 


Е 


ры 
05, 
Если класс гипоэллиптических многочленов достаточно хорошо изучен 
(регулярный многочлен гипоэллиптичен тогда и только тогда, когда его 
характеристический многогранник вполне правильный), то класс частично ги- 
поэллиптических и гипоэллиптических относительно группы переменных 
многочленов не совсем изучен. 

Целью настоящей работы является нахождение необходимых условий для 
характеристического многогранника данного многочлена, чтобы он являлся 
частично гипоэллиптическим или гипоэллиптическим относительно группы 
переменных. 

Пусть, 


а И 


ВЕР ЕЕ" 


а, ЕС многочлен, где сумма распостраняется по конечному набору 
= п 

(Р)={[а, аеМ,а, #0}. 

В дальнейшем будем считать, что ДР.....ОР #0. 

Характеристическим многогранником (х. м.) набора (Р), многочлена Р 

< [о и [о 

называется минимальный выпуклый многогранник \(Р)< А, , содержащий 
множество (Р){0] . 

Многогранник 'Я(Р)< и называется правильным (вполне правильным), 


если компоненты всех внешних (относительно я) нормалей (п-1) -мерных 


некоординатных граней 5 неотрицательны (положительнь). 

Для х. м. (Р) набора (Р)< № через 5° (Р) й ^(5(Р)), А. (м (Р)) и 
0%(Р) обозначим: 
ол (Р) — множество вершин многогранника (Р) р ^(% (Р)) — множество 
единичных, внешних (относительно я(Р)) нормалей (п —1) -мерных 


некоординатных граней я(Р) | 
А* (#(Р)) = {А ел(%(Р)) 4>0 (1=®: 08}. 


оя(Р)=[уеЯ(Р), А ел(9(Р)} (,1)=4(4), 
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где 4(1) = тах (и, 4). 
уе\(Р) 
Грань Г многогранника < А, называется главной, если существует 
(внешняя) нормаль АХД этой грани, для которой при некоторой 
елей 9, 


Определение 1 (см. 1] определение 11.1.2). — Многочлен 





Р(Е ) = Ра в )) называется гипоэллиптическим, если для любого 


О=аеМ! при |-> (&еК") Р“Р(&)/Р(&)>0. 


Определение 2 (см. [1] определение 11.1.4 или [2]). Многочлен 








Р ( е ) = Р(( о ) называется частично гипоэллиптическим 


относительно &, если выполняется одно из следующих эквивалентных 
условий: 
р : 
1. для любого О а Е М, при|& |, когда & = (2...) остается 


ограниченным 0“ Р(Е) / Р(Е) —>0, 


2. если многочлен Р представить в следующем виде: 


Р(8)= У, (7) 2.5) 


а" еМ"- 
а). многочлен Р, (6 ") гипоэллиптичен как многочлен от ©’, 
ЬР. (В, (2) >0 при [|-> Е ЕК) для любого 
О ЕМ*. 
Определение 3 (см. [3]). Многочлен Р(=) = ВС НЫ ) называется 


! п 
гипоэллиптическим относительно — › е@сли ДлЯ любых 0 дае №, И 


В) 
последовательности {= у = А" при 5 —> 00 
= 


(5) 
Многочлен Р называется регулярным (см. [4] или [5]), если существует 
постоянная с > 0 для которого 


У |=" 


а “(Р) 


Р“Р(Е)/Р(=) —>0 как только 








>< приз. 





<с(Р(=) +1] Уёе“”. 


В дальнейшем нам понадобится следующий легко проверяемый результат: 
Замечание 1.1 (см. [6], [5] и [4]). 
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1) Если х. м. я(Р) регулярного многочлена Р вполне правильный, то 
многочлен Р гипоэллиптичен. 

2) Если многочлен Р гипоэллиптичен, то его х. м. я (Р) вполне 
правильный. 


3) Любая (п № 1) -мерная некоординатная грань х. м. Жс< А, главная. 


4) Если х. м. ж(Р) набора (Р)< № вполне правильный, то его любая 


некоординатная грань главная. 


$2. Основной результат 


Из определений 1) — 3) непосредственно следует: 
Предложение _2.1. — Пусть, КпЕМик< и. Если — многочлен 





Р(=) = о] гипоэллинтичен относительно & =(<....,&) (частично 


гипоэллиптичен относительно - ), то 


1. для любого /:1< ] < К многочлен 
0,((5;;5')) =Р((0, ..., 0,6 ,,0,...,0,6 )) 
гипоэллиптичен относительно 6 (частично гипоэллиптичен относительно _ ), 


где - = (бразииае, ) 


2. для любого /:1< ] < К многочлен, 


0, (6;6,)) =Р(&,0,...,6,,0,...,0)) 


гипоэллиптичен относительно > (частично гипоэллиптичен е ), 
3. если многочлен Р гипоэллиптичен относительно 1 › то он частично 
гипоэллиптичен относительно = 5 


4. для любого &`еА”\ многочлен 
0, (&)=Р((&;=”)) 
гипоэллиптичен как многочлен от &’, следовательно (см. пункт 2) замечания 


д р 
1.1) (О) < В, является вполне правильным многогранником, и поэтому 


лс (0. | гы (6. при всех & ЕА”*. 
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Теорема _2.1. Пусть, АКпеМиКк<пи. Если многочлен Р(=) = 


— = а ' 
ыы ((& а )) в ух а частично гипоэллиптичен относительно & 
аЕР) 


=(4....,&,) ‚то 
1. для любого а =(Р), а =(а,...а,) Е М, 0=а’= 
= (@1»..„@,) =М№* 
« е(О,)\ 65 (О, ) где 9,(&) =Р(&;0)). 
2. для любого &"=(&,.„...,) в Е”* 9(0,|=5(б,}, 
3. если для Д=(4,....,) ЕЛ((Р)) при некотором /:1<]<А 


А, > 0, то существует индекс [:К+1</< п, для которого Я, > 0. 


Доказательство. Докажем утверждение пункта 1) Пусть, наоборот, при 
условии леммы для некоторого ДВ =(Р), 6’ #0’ 9 (0, \59(0,). В силу 





пункта 4) предложения 2.1 существует А ЕЛ* (*(6,) < Ё* для которого 


(2'.^)> тах (5,^)=4 (1)>0. (2.1) 


5 е\(0,) 

Пусть, А(Р) = [а =(Р),а' а 0 и 
4(л) = шах [5.7 

Так как В е А(Р) ‚то в силу (2.1) 

4(^)>4, (7). (2.2) 
Пусть, дя 7 еА(Р) ((у,4)=4(я)),В(Р)= {а  А(Р),а’=у"} и 

С(Р) = [а еВ(Р).(а,^) = 4(я)} . Так как У еС(Р), то С(Р) 20. 

Следовательно, существует точка а ЕР! ‚ для которой 


У ау"! а" = #0. (2.3) 


аеС(Р) 


Рассмотрим поведение отношения 


Р-Р) /Р(@) 
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на последовательности и =) =а.5*, (=`)’=0 5=12....Так как 
при @ ЕВ (Р) \С(Р) в силу определений множеств В (Р) и С(Р), 


(®, ^) < 4(^),множество В(Р) конечно, то при 5-—»50 из определений 


с ее) ро ' % 
последовательности | = ‚› многочлена О) и чисел 4(^ у 45 (7) в силу 
5= 0 


(2.3) с некоторой постоянной с, > 0 имеем 


еее” 


а | (а -у }! 
хе 


| и у 


> | / 
аеВ(Р)\С(Р) ) 


С | (1 + 0(1)) / | 


Это, в силу неравенства (2.2), противоречит условию леммы, так как 








РР") РФ" = 








/ 























а« 




















У а, у “а" 
аеС(Р) 


|=} =0} (ограничено), а [(#')| 2 при у (2 вл" (910, . 


Полученное противоречие доказывает справедливость утверждения пункта 1). 
Докажем утверждение пункта 2). 


Пусть П(Р) =а Е №, За ЕМ№\" @ = (а) =(Р)] . Так как 


( _ | 
ОЗ Е ИЕ | (#"- 


а ЕП (Р} 
' | ' 
О Я 
а еП (Р) а еП(Р)| а : 
- (1. ( 2) 


, к 
и всилу пункта 1) леммы для любого & ЕА” 
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(=. &еП(Р), У а, (#)* 20:9 (0, )\6 (0, , 


а (©. «(Р), а" =0 


то отсюда непосредственно получаем утверждение пункта 2). 
Докажем утверждение пункта 3). Предположим обратное, что при условии 


леммы существует А =(1,...,Д, ЕЛ) (%(Р)) для которого при некотором 
к Я, > 0, вто время как А. = ны 0: 


Представим многочлен Р в виде суммы и однородных многочленов 
М 


М 
Р(8)=>Р(8)=> >, а." 
1=0 /=0а «(Р) (а,4)-а} 
Де Зе, 

Так как А — внешняя (относительно \(Р)) нормаль к некоторой (п - 1)- 
мерной некоординатной грани, то существует мультииндекс ДВ е(Р,) для 
которого Д” #0. 

Пусть А(ЁБ),)= [а =(Р), а’ > в" . Так как А(Р/)*©), то существуют 


к — 
точки аЕ№ иБЕА, “такие, что 


а "| 
р ей “р” = С; = 0. (2.4) 


Рассмотрим поведение отношения: 
2% Р(5)/Р(&) 
на последовательности а 2. (2) =а:5*, (=) =Ь:5й 5= ев 
силу (2.4) при всех 5 =1,2.... имеем, что 


ое И, 


Так как, с некоторой постоянной с, > 0 при всех 5 =1,2.... 


А 4”) , 
[рр (= < с ) Я, 
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то отсюда, с некоторой постоянной С >0 при достаточно больших 5 имеем, 





что 
в | 
с.5 1+0(1)) д. 
ре Р(2) / Р(&)>- - с.5* (1+. 0(1 
[ре РР а = (1+0(1)) 
Это в силу предположения Л’ < 0 противоречит условию леммы, так как 
(=) >< (=. =а, 5 > 0, д, > 0) а (5) ограничено 
5=1 


$ Полученное противоречие доказывает справедливость 


(=) =Ь- 5,4’ <0 





утверждения пункта 3). Теорема 2.1 доказана. 
Теорема 2.2. Пусть и, Е Мик < и . Если многочлен 


Ре Ха," 
а&Р 
гипоэллиптичен относительно & = ры | о 
1. для любого @а =(Р), а = 0 ра = (0, )\55 (0, где 
0,(5)= (5:0). 
2.90. =9(0,) %&’ ев", 
3. для любого с > 0 существует постоянная Т > 0 такая, что 


[р (> с, Уё =", &|>Т, (2.5) 





4. если для ДЕ ^(% (Р)) при некоторой /:1< ] < Я, > 0, то 
деЕЛ* (\(Р)), 
5. если ДЕ ^(%(Р)) нормаль грани, для которой некоторая 


некоординатная грань 5\ (6,) < А" является подгранью, то А ЕЛ* (х (Р)) : 


Доказательство. Утверждение пунктов 1)-2) непосредственно следует из 
теоремы 2.1 и пункта 3) предложения 2.1. 
Докажем утверждение пункта 3). Пусть, наоборот, при условии леммы 








[ее] '\5 
существуют последовательность |=} СК", (=) = при 5—0 и 
5= 


постоянная С, >0 такие, что 


=) 


и (2.6) 
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Так как, существует 0 #@ е° (Р), для которого Р“Р(&) =а,.а!=0, 


то отсюда при всех 5 =1,2,... имеем, что 


[РРР 





> а" |-а!/ с, >0. 


—>%® при 5—0. 





'\5 

Это противоречит условию леммы, так как (Е ) 
Полученное противоречие доказывает справедливость утверждения пункта 3). 

Докажем утверждение пункта 4). Предположим обратное, что при условии 

леммы существуют = (1 ыы ‚А, ел (5 (Р)) и индексы 

1,1:1<1<^А,1<1<и,]*[ для которых Я, >0 и ЛД <0. Представим 


многочлен Р в виде суммы и — однородных многочленов 
М 


М 
Р(5) =>. (5)=>. 2. а,5" 
1=0 1=0ас(Р)(а,^)=а; 
Де ана 
Пусть, 


т = тах а, и В(Р)= [2 =(Р), а, =т]. 


а«В) 
Так как 4 ел(5% (Р)) ‚ то очевидно, что т> 0. Из условия В(Р) #0 


п [и 
следует, что существует точка а © А, ‚ для которой 


У а, т!а"® (П=с, #0 (2.7) 
аеВ(Р) 
Рассмотрим поведение отношения ОР ( ё ) /Р ( ) на 


[ее] 
СА". Для любого 5=1,2,... из 


5= 


Е А 
последовательности т =а-5 


: [ее] 
определений последовательности Е й ‚ и множества В (Р) в силу (2.7) имеем, 
5= 


что 


аЕВ 


рев") = | У а, -пна* (05409 = с, 54" 

(Р) 
Так как с некоторой постоянной с; > 0 при всех 5 =1,2,... 
ре 


|=) 


ее 4;-т-Я 
05. | 





4 
А 
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то отсюда, при достаточно больших 5 с некоторой постоянной Сл > 0 имеем 


ВР 0] нА, 
ВЕ т а в (1+0(1)). 


. с 20 
5 
Это, в силу предположения 1, <0, противоречит условию леммы и 





доказывает справедливость утверждение пункта 4). 
Докажем утверждение пункта 5). Пусть Д= (%,...,А,) ел (5 (Р)) 


2 р 
нормаль грани для которого некоторая некоординатная грань х(0,) = 
является подгранью. Тогда & = (%,...№) является (внешней относительно 


А нормально некоординатной грани многогранника 5 . Поскольку, в 
о 0 › 
силу пункта 4) предложения 2.1 и пункта 4) замечания 1.1 все некоординатные 


грани (0, являются главными, то существует индекс ]:1<]<А для 
которого Я, > 0. Тогда, в силу уже доказанного пункта 4), ДЕЛ" (м (Р)) так 


как Я ел (5 (Р)). Этим утверждением пункта 5) и тем самым теорема 2.2 


доказана. 
Следствие 2.1. При условии теоремы 2.2 


1. шЁ|Р($], с” еК"" —>® при |->, 
2. если К =п-1, то для любого Я = (%,...,/,) ел(5(Р)) Я, >0. 


Доказательство. Утверждение пункта 1) непосредственно следует из 
пункта 3) лемма 2.2. Утверждение пункта 2) непосредственно следует из пункта 
4) лемма 2.2 и пункта 3) замечания 1.1. 
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ОМ 5ОМЕ РВКОРЕВЛТЕ$ ОЕ НУРОЕЛ/ЛРТИС РОГУМОМТАГ$ УТТН 
ВЕЗРЕСТ ТО ТНЕ СКОТР ОЕ УАВТАВГЕ$ 


У.М. Магфагуап, 5.В.Наугаребуап 


АЪ$гасё. ш 15 рарег зоте ргорегйез оЁ БуроеШрис ро[упопла!$ м1 ге- 
зресё 10 этоир оЁ уапаез аге зкаез. А ге!айоп Бебуееп Ше рагнаПу вуроеШрис 
апа вуроеШрис ройупопта!5 \/1 гезресе №0 этоир оЁ уапаез 15 оМатеа, ап4 зоте 
ргорегие$ оЁ сВагасеизНс ро[упопта[ оЁ езе ро|уведга аге шуезизабед. 

Кеу\мога$: пПуроеШрисйу, рагйа| пуроеШрисйу, БуроеШрисИу тезресё ю 
уапа ез. 


ОВ ПОР ФПИФПЬОЧООЬСГЬ %ЧО$ОЧОР 2БМПЕТЬЯ$ЬЧ 
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Аннотация. В квантовой теории столкновений существует общая 
теорема, согласно которой в борновском пределе малоуглового 
рассеяния (0, <<1, где 9, — дифракционный угол) транспортное сече- 
ние о” не зависит от постоянной Планка й. В настоящей работе на 


простом примере показано, что при выполнении условий теоремы 
величина а. может иметь существенную зависимость от й. 


Ключевые слова: транспортное сечение, малоугловое рассеяние, 
борновское приближение 


Из квантовой теории нерелятивистских столкновений известно, что в 
условиях применимости борновского приближения амплитуда У упругого 


рассеяния в центральном поле [И (г) =И(г)] имеет вид [1] 
,=-@т/т)[ а (к) лаг)", (1) 
0 


9(0) = 2(ту/й) зт(0 / 2). 
Здесь Т — масса налетающей частицы с кинетической энергией 
Е = ту” /2, Л (х) =х'зшх, @ - угол рассеяния. Формула (1) показывает, что 
быстрые частицы (1 << а, где д-йЙ/ту- дебройлевская длина волны, а — 


характерный радиус взаимодействия) рассеиваются в основном вперед, в 
пределах узкого конуса с углом раствора [1] 
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9. -Л/а<<1, (2) 


причем конус сужается по мере роста скорости столкновения у. 
В квазиклассическом пределе (2), когда борновское рассеяние происходит 
на малые углы, асимптотическое поведение при Ё — с0 транспортного сечения, 


др = | (—созб)ао' =2л | (-с0з0)зт 6 |/,(@)| 48, (3) 
0 


детально обсуждалось с использованием фундаментальных характеристик 
“конуса рассеяния” в [1,2]. Известные соображения [1], полагающие, что в силу 


(2), эффективная область интегрирования в (3) имеет размер порядка 9 И 


т В 
позволили сделать общий вывод о том, что величина 0, обратно 
пропорциональна квадрату энергии [1, 2] 
В —2 
о..(Е) < Е“, Е-> 05. (4) 


Общие выкладки, базирующиеся на эйкональном приближении (4 << а, 
|б, <<Е, где И, — характерная энергия взаимодействия), позволили также 


заключить [2], что даже в борновском (“антиклассическом”) приближении 
выражение для транспортного сечения не содержит Й . В дальнейшей работе [3] 


это заключение о независимости с"(Е — 50) от Й приобрело статус общей 
теоремы о малоугловом рассеянии. Содержание теоремы иллюстрируется 
формулой [2], 

2 (Е) = 0<(Е) - а 0(Е) к (й°1Е?), Е, (5) 


где малый параметр 9.(Е)- |0! Е <<1 играет роль характерного угла 


рассеяния для быстрых частиц (|| << Е) в классической механике [4]. Доводы 

в доказательство того, что результат борновского приближения совпадает с 
В с 

классическим (0,.(Е —> 00) =д,.(Е —> 05)[2,3]) имеются также в недавно 

опубликованном обзоре [5]. 

Нужно сказать, что условие (2) является необходимым, но, вообще говоря, 
недостаточным для того, чтобы малые 9-0, оказались доминирующими в 
транспортном сечении (3). Компонента Фурье от рассеивающего потенциала 
может иметь при 4—0 такие свойства, которые позволят взвешивающему 


фактору 1-с0$0 активировать в (3) информацию о рассеянии назад. Цель 
настоящего краткого сообщения — показать на простом примере, как постоянной 


Планка удается с помощью асимптотики /,(4) проникнуть в структуру 
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В ь 
о..(Е —> 00) и, таким образом, нарушить как теорему (5), так и скейлинговое 


соотношение (4). 
Будем считать, что выполнено условие слабой связи 


|| << Е, =й* /8та”, 
И рассмотрим свойства борновской амплитуды рассеяния в поле 
0) =И (а/^)?* ехр(-"/ а), 0<=<<1. (6) 


Учитывая малость = , из (1) и (6) находим 





агс>(аа) 
Ль (а) = Л» (0) Е (7) 
” ”` (аай+(аау ТР” 
где /,(0)=(-а0И./4Е,) — не зависящая от Е амплитуда, отвечающая 


рассеянию вперед (9 =0,а=0)'. Полученное выражение для (4) имеет 


наглядный вид, хорошо иллюстрирующий анизотропный характер рассеяния в 
пределе высоких энергий. Действительно, из (7) и (2) следует, что сечение 
рассеяния на большие углы 9-1 мало по сравнению с сечением рассеяния 


2 
вперед, |, (@ = ИГ и» (6 < 0, = р <<1.Отметим еще, что в области 


больших передач импульса функция /,(4) убывает с ростом 4 по закону 


—(1+=) —1 
Ль(4) 4 ^^, а <<4—>ю. (8) 
Запомним, что у амплитуды рассеяния имеется длинный “хвост” (8), и 


В ь 
приступим теперь к вычислению О... Для этой цели подставим (7) в (3) и 


перейдем от интегрирования по @ к интегрированию по Б=аа(@). После 
очевидных преобразований имеем 


7 
ое = в, (И,/ Е). [ 4ЫЬ/1+Ь?)* аге?Ь, (9) 
0 


и. 
где О =ла есть не что иное, как геометрическое сечение, а 
— 1/2 —1 
И =(ЕГЕ, ^^ = 0551, 
Нетрудно убедиться, что для корректного анализа (9) ход рассуждений, 
развитый в [2], становится ненадежным. Действительно, в интеграле по ВБ 


главную роль играет не область Б-1<<у(9- 9, <<], а асимптотическая 





ь Любопытно, что между 9, и квантовой амплитудой /»(0) имеется связь | Рз (0) /а- 0, (Е,) <<1. 
? Если молчаливо обрезать интеграл (9) при Ь й 1<<у(й) ‚то о? приобретет, естественно, 
классическую структуру, 0^.(Е) — с, (0, /Е ) -а’0°(Е) [см. теорему (5). 
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область 1<<Б-у (9, <<9-1. Другими словами, основной вклад в о^.(Е) 


дают именно те амплитуды, которые ответственны за рассеяние назад. Поэтому 
из (9) в конечном счете получаем вместо классического результата (5) 
квантовый результат 


о*(Е)-а?(0,/ Е, (Е,/Е)"* <<а?, |0.|<<Е, << Е. (10) 


Отсюда видно, что параметр =, характеризующий профиль Ц(г) в 


НА КА —2 
основной зоне взаимодействия [И () оси” 


‚г/а<Ц, регулирует поведение 
транспортного сечения по следующему сценарию: 
2(2—1) 
о» (в,П,Е) < п Ес. (11) 


1+4+& 2? 


Очевидно, что это скейлинговое соотношение существенно отличается от 
(4) и (5). 


В заключение отметим, что при промежуточных энергиях Ё — Ё, >> |. д 


2 





когда борновское рассеяние становится изотропным (У- й —1>>6.), 


квантовое сечение (10) преображается в 
ов а? (И, Е, = |1» (0)' - а*02(Е,). Если же Е- Е, —|Ц.| (0, -1- 0.) то 
она’. 
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Аннотация. Методом разделения переменных построены 
классические решения  трехчастичных моделей Калоджеро, 
ассоциированных с алгебрами Ли А 2иС 2. 

Ключевые слова: модель Калоджеро, алгебра Ли, трехчастичная 
модель 


Введение 


Модель Калоджеро [1] занимает особое место в длинном ряду 
интегрируемых систем классической механики, прежде всего, из-за необычного 
сочетания простоты формулировки и чрезвычайной сложности ее исследования. 

Она задается очень просто формулируемым гамильтонианом, 

м 


2 2 
а =. 2 ы т› Вх =9,. (0) 
А. 





очевидным образом интерпретируемым как система М одномерных частиц, 
взаимодействующих по закону обратных квадратов. Казалось бы, эта система 
должна была быть предложена не в 1969 году, а, по крайней мере, на сто лет 
раньше, во времена Якоби. Однако даже доказательство ее интегрируемости 
является нетривиальной задачей, требующей применения специфической 
техники: метода Г.-А пары либо гамильтоновой редукции матричной механики [2]. 
Что же касается нахождения решений соответствующей квантовой системы, то 
здесь привлекаются т.н. операторы Данкла [3]. При этом модель Калоджеро имеет 
широкий спектр физических приложений, простирающийся от квантовой теории 
поля и физики черных дыр до физики конденсированных сред (см., например, 
недавний обзор [4]). Естественно, что столь содержательная модель не могла 
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остаться вне поля зрения специалистов в области математической и 
теоретической физики. Так, были предложены обобщения модели Калоджеро, 
свазанные с различными алгебрами Ли [5], а также их тригонометрические [6] и 
спиновые [7] аналоги. 

С другой стороны, специфичность методов исследования модели 
Калоджеро обусловила ее изолированность в длинном ряду моделей 
интегрируемых систем классической и квантовой механики. В результате, 
отработанные в течение двух столетий методы почти не применялись при 
изучении модели Калоджеро. Исключением являются трехчастичные модели 
Калоджеро, допускающие разделение переменных. Собственно, именно они 
лежали в основе пионерской работы [1]. Однако в последние годы при 
исследовании модели Калоджеро стали предприниматься попытки применения 
стандартных методов гамильтоновой механики и дифференциальной геометрии 
[8—11]. Как правило, в качестве затравочного примера бралась трехчастичная 
модель Калоджеро. В частности, на ее примере была продемонстрирована 
эффективность использования переменных  действие-угол. Посредством 
последних была установлена каноническая эквивалентность А_2 и С 2 моделей 
Калоджеро, их суперсимметричных расширений и т.д. [10]. Отметим, что в 
последнее десятилетие активно дискутировался вопрос (по крайней мере, 
локальной) экивалентности моделей Калоджеро и свободных частиц [12]: 
несмотря на наличие множества формул подобные утверждения представлялись 
спорными. Работы [8, 9] внесли ясность в этот вопрос, по крайней мере, для двух- 
и трехчастичного случаев. Кроме того, работа [11] прояснила природу 
суперинтегрируемости модели Калоджеро [13]. Отличительной чертой 
отмеченного цикла работ является выделение т.н. угловой части моделей 
Калоджеро: такой подход прменялся ранее, в частности, при построении 
расширенных суперсимметричных расширений  трехчастичных моделей 
Калоджеро [14]. 

В представленной работе мы следуем методам и подходам указанной 
серии работ. Именно путем разделения переменных мы построим классические 
решения трехчастичных моделей Калоджеро, ассоциированных с А? и С 2 
алгебрами Ли, и приведем явный вид решений уравнений движения в исходных 
координатах. Предложенный путь построения решений, следующий духу цикла 
[8—11], может рассматриваться как пример применения отмеченного выше 
дифференциально-геометрического подхода. 

Работа организована следующим образом. 

Во втором разделе мы детально опишем способ разделения переменных в 
трехчастичной А_2 модели Калоджеро и построим ее явные решения. 

В третьем разделе мы, следуя методам предыдущего раздела, построим 
явные классические решения С@_2 модели Калоджеро. 
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1. Трехчастичная А_2 модель Калоджеро. 


№ частичная модель Калоджеро, задаваемая гамильтонианом (1), имеет 
очевидный интеграл движения — полный момент импульса. После его исключения 
путем перехода к системе центра масс мы приходим к (М№-1)-мерной системе, 
известной как А _(№-1) рациональная модель Калоджеро. В частности, 
двухчастичная модель Калоджеро сводится к тривиальной одночастичной системе 
и не заслуживает отдельного рассмотрения. Таким образом, простейшим 
нетривиальным случаем является трехчастичный случай, явные решения для 
которого строятся в настоящем разделе. Для этого случая гамильтониан (1) 
принимает вид 
р НВ Я Вы: а 1 
2 (м -х,)° (х-х,)* (хх, -х,) 


Для исключения центра масс совершим ортогональное преобразование 
координат 








(2) 


| 1 т 
У в 5% +х. ), В Е -^› =. У р 9 (3) 


и аналогичное преобразование для сопряженных им импульсов. 


1 1 ! 
р, =—=(Р+Р.+Р)), р =-—=(@2Р-Р,-Р)), р, =-=(Р.-Р;). (4) 


3 16 \2 


Это преобразование каноническое, так что новые импульсы также 
сопряжены координатам. В новых координатах гамильтониан (2) принимает вид 


о 5’ ры з + - 
т. 2 У? (у, -›,} (3, -»,} 


Как видим, он расщепился на две части: действительно, первый член 
описывает движение центра масс системы и является интегралом движения. 
Оставшаяся часть описывает эффективно двумерную систему. 

После перехода к к полярным координатам 


У ЕГЗШФ, у, =Гс0$ф (6) 


(5) 





получим 
2 2 2 2 
р р Р 9 
ее бе > + ЕР 
2 2, г .с0$`3Зф 
Итак, мы пришли К разделению переменных В трехастичной модели 
Калоджеро. Она свелась к частице на окружности, задаваемой гамильтонианом 





(7) 
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р. 


ф 9 

1 (р,.Ф)= Р + —- : 

2 2с05’3ф 

Воспользовавшись этим представлением, мы сейчас найдем явные 


решения системы на окружности. С этой целью зафиксируем энергию модели 
Калоджеро с исключенным центром масс 


р 





(8) 


НР ЕЕ, 
2 
в результате чего получим 
2 Г , 
Пи (», Ф) 5 
2 гы 


Ясно, что [ является интегралом движения, так что приведенное выше 
уравнение описывает эффективно одномерную систему. Учитывая, что 

















. АЕ 
ГЕЕВ; =——=р, 10 
27158} и. (10) 
получим 
2 
ЕР. 
== рые) (11) 
2 Га 
Соответственно 
1 
и = [26-21] и = 
1 За 
2Е- а 
Га (12) 
1 | 2 
— РЕ - 21 
[257 21) 24 (28° -21) = +С. 
ДЕ 2Е 
В результате мы найдем эволюцию радиальной переменной г 
Ще 

г? = (+с,) гео (13) 


Е 
Теперь перейдем к нахождению эволюции угловой переменной ф. Из 
гамильтоновых уравнений движения имеем 


° 0 ОЕ Ро 
= = Е Е 
= {,Е} в. 


ф 


; (14) 


Отсюда немедленно получаем 
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2 


аф | 92 
Г=?| -— у у ПЕ - И 15 
г |“ +7 (Ф) где /(ф)= —— (15) 


Введя новый параметр эволюции, 
И а(Е) _ 1 в 
Т= = агст —Е1|+С., (16) 
77 = абв У2Г ы Ре 
Е 


мы приведем выражение (15) к виду 

















1[аФ - 
ее р 1 
:( 2 (Ф) (17) 
Отсюда МЫ найдем прямым интегрированием 
а4ф аф 
т И ты 
в 8 \? 
со5' ЗФ) 

` (18) 

1 а (т 3ф) 1 Е зт3ф 

и а о ТЕ 
(27-98? — 21 зи? ЗФ} -- 


Приняв во внимание выражение (16), мы получим, 


2 
зш3З@ =. |1 - = пазов] + -, (19) 


Совершив некоторые тригонометрические преобразования, можно 
привести полученное выражение к следующему виду: 


в ‚ав-а’) 
. (+а?} 








1 
Ф(а)= 5 агст (20) 


Здесь мы ввели обозначение 


а(#) = у (21) 


Итак, мы нашли эволюцию угловой переменной ф, и, таким образом, 


полностью проинтегрировали уравнения движения трехчастичной модели 
Калоджеро. В исходных декартовых координатах она описывается уравнениями 
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А 
перер ив РН 


13-2? (8]| х (22) 














2 а 
ве ато 1 ее 


Г 9.2 3—2? 
В рее Тан 98 та" „= 
3 Е 3 3 




















2. Трехчастичная С_2 модель Калоджеро 


В этом разделе мы найдем решения уравнений движения для @_2 модели 
Калоджеро [5], описываемой гамильтонианом 


Е +2 


2 
1<] р (*, Хх, = 








(23) 


Эта модель также трансляционно-инвариантна, и ее полный момент 
импульса является интегралом движения. Соответственно, после перехода к 
системе центра масс, согласно формулам (3-4), мы придем к двумерной системе. 
Перейдя, в последней системе к полярным координатам (6), мы представим 
гамильтониан (23) в виде 


2 2 2 2 2 
а — — +1 (24) 
2 2 я с05`3ф зш’3Зф 





Введем обозначения 


а и) Бы }Е-н-2 05 


Цр,.Ф)= соз* 3ф т’ Зф 





Ясно, что [ задает гамильтониан некоторой системы на окружности, и 
является интегралом движения @ 2 модели Калоджеро, тогда как Е задает 
энергию С_2 модели Калоджеро в системе центра масс: 

ей 
р? Цр».Ф) 
НЫ 
2 у 

Как видим, эволюция радиальной переменной в С_2 модели задается теми 

же уравнениями, что ив А_2 модели, (19-11),. 


(26) 
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Отличие состоит лишь в ЭВОЛЮЦИИ угловой переменной ф. Она также 
находится совершенно аналогично А_ 2 случаю: 











ежа 
О 








с05?3ф зщ? 3Зф 
_ | с0$3ф-зт3ф-Аф = (27) 
2 ИИ с05? Зф-зт? 3-90? 51? 30-9 {2 соз? Зф 
иеозб 








Г Г: 


05? 6+9 52 - Рревр =? + В] 
Для вычисления интеграла (27) введем обозначения 
=? У?) ст" +), (28) 


что сведет его к табличному интегралу. 
В результате интеграл (27) . вид 








| (с0$6ф) 
`В а с05? бф-+созбф+с (29) 
Е агсзш РЕВ, +С.. 


12/а У? +4ас 


С другой стороны, 
а а Е. 1 т 
Т = = агсе| |-Е!|+С.. (30) 
77 а тель Е 
Е 
Отсюда находим 
2асоз6бф-Ь =-\Ь* +4ас. ме[бичв Е О: (31) 


После некоторых тригонометрических манипуляций мы придем к 
выражению 


1 (6? а’ -3з\- За ° 
бе) раны | а ® а сы т (32) 


где а,Б,Сс заданы выражениями (28), а @ -— выражением (21). Оно задает 











эволюцию угловой переменной. 
Эволюция исходных декартовых координат задается выражениями 
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( 2 (2 [3 |. 1302 | 
в -+ 5 рЕР + пес 





3 3 


\ 


х, (= ж+ 
ай [а Е (33) 
ЕЕ 


Г «(д-[а?(й-3]1-3а?( я 
+ пе ( | т } ", . 








Заключение 


Итак, мы построили методом разделения переменных, явные классические 
решения трехчастичных моделей Калоджеро, которые, после перехода к системе 
центра масс, ассоциируются с алгебрами Ли А_2 и С 2. К сожалению, мы не 
можем подобным образом найти рещения аналогичных четырех- и 
многочастичных систем. Тем не менее, нетривиальность динамики даже этих 
простейших систем представляется нам любопытной. 

В заключение, хотим поблагодарить Армена Нерсесяна за постановку 
задачи и полезные обсуждения, а также Карена Арамяна за проявленный 
интерес к работе. 
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ИЗУЧЕНИЕ ИЗМЕНЕНИЙ ХИМИЧЕСКОГО ПОТЕНЦИАЛА 
АМФИФИЛЬНОЙ МОЛЕКУЛЫ В ФОСФОЛИПИДНОМ БИСЛОЕ 


Г.Г. Бадалян 
Ереванский государственный университет 
рада @узи.ат 
Аннотация. Методом минимизации свободной энергии 


фосфолипидного бислоя изучена зависимость химического 
потенциала 4 амфифильной молекулы в бислое от степени 
диссоциации 2 полярных молекул и от числа СН›— групп & 
углеводородного хвоста. Установлено, что химический потенциал 
молекулы при увеличении 2 уменьшается, то есть имеет место 
выделение теплоты системы, а при увеличении &, наоборот, 
увеличивается — имеет место поглощение. 

Ключевые слова: фосфолипидный бислой, химический потенциал, 
амфифильная молекула. 


В опубликованных нами ранее работах [1, 2] установлено, что структура 
бислоя, состоящего из заряженных молекул амфифильного (АФ) вещества, 
существенно зависит от равновесия сил электростатического отталкивания 
заряженных групп и Ван-дер-ваальсовского притяжения углеводородных 
хвостов молекул. Нарушение указанного равновесия сил приводит к изменению 
химического потенциала молекулы. 

В настоящей работе изучена зависимость химического потенциала // 


амфифильной молекулы в бислое от степени диссоциации 2 полярных молекул и 
от числа СН>- групп & углеводородного хвоста. 


Как и в работе [1], для вычисления Е›„ используем решеточную модель 
(Рис. 1,2). 
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Рис. 1. Решеточная модель жидкокристаллического бислоя, образованного 


АФ молекулой. 
[#4 


Рис.2. Решеточная модель расположения заряженных групп молекул на 
поверхности бислоя. 


Предположим, что полярные группы молекул фосфолипида (каждая с 
точечным зарядом-2е, где 2 — степень диссоциации, е — заряд электрона) 
расположены в узлах прямоугольной решетки на плоских поверхностях раздела 
бислой-вода. Изменение свободной энергии бислоя, при переходе из жидкого в 
исследуемое состояние, представим в виде 


Г; 
АЕ=Е-Е -ММШ-^ (1) 
Г, 
где Е.Г; и, Г. — энергии взаимодействий молекул и свободные объемы, 


приходящиеся на молекулу АФ вещества в бислое, соответственно в жидком и 
исследуемом состояниях. 
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Используя формулу (1), вычисляем, как в работе [2], но с учетом 
взаимодействия СН› — групп углеводородных цепочек молекул только с 8-мью 
ближайшими соседями. Получаем 


(2е)’ 0.53 ся (2е)’ ГМ 








М 
ДЕ = 5+ 4(31-152/1 2 =- 
27лЕЕ а 4Е, =, 1 а ©) 
3 
-28(1 3211) +1 2), Мо? - МГш 2", 
1 а №.а-Г 


где @- расстояние между ближайшими узлами решетки, т.е. между 
ближайшими зарядами, &5— диэлектрическая проницаемость водной фазы на 


поверхности бислоя, &› - диэлектрическая проницаемость углеводородной части 


бислоя, 5, — электрическая постоянная, Г- толщина бислоя, Аи В -— константы 


Леннард-Джонсонского потенциала, /— длина АФ молекулы, 0% коэффициент 
поверхностного натяжения недиссоциированной поверхности, р и р- 


плотность бислоя соответственно в жидком и исследуемом состояниях, Т-— 
молекулярная масса АФ вещества, /№,- число Авогадро, е- заряд 


т 
электрона, — = —+—. 
Ва: в. 
Итак, ЛЕ = Е(а,Г,№)-Е, (№), где Е(а,Г,М) и Е (М) — свободные 
энергии бислоя, соответственно в жидком и исследуемом состояниях. 
Из условия минимизации имеем 
ОАР ОАР ОАР 


—=0, ——=0, —_—_ = 
8 ОЕ м” 


ИЛИ 


2 2 
_ (2е)_ 0.53 ий ы (2е) ГМ 


2 


М 
ВАТА) + 








2л5= @ -  @ (3) 
+8В(7 Рена дома? +2АТМ =0 
а 
0 
2 5 3 

Т 
Е ы -+6В ы т, (4) 

45, =, @ 17а 14а Г. 
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_3 (2е)’ 0-53 у _ Кез Е 


5 
#343 Ва -- 
2215 Е а 455.4? (5) 


2т 


№. а? 





—2В(7- ат г =+ (1-2). а” + КТ ш 


Решая систему уравнений (3), (4), (5), для химического потенциала 
получим следующее выражение 


3 (ге АТ — 
_4 208.9 


Гек лв0л < Г —. в | 








ВЕ 


— 
6В 
45.54? 17а 


р а“ 





8 


2т ( (2е)? 
№ а?ЕТ( 4е.в.а 





+4(1- 2)0.а? -АТ т (6) 








5 3 
+15 А ь 6 


5—8 Е 4 24 
ра ,@ 1.а 


| Ат ЗАТА 5 +708 5 
т) 140 


Расчеты ВЫПОЛНЯЛИСЬ при следующих значениях, полученных 


экспериментальным путем, где &,=2.6, 9у=3: 10? Н/м, т=10“кг, 


Т=300°К, А=0.88-10-33 м?Дж, В= 3.55.10" м°Дж. Для определения 
зависимости длины [, АФ молекулы от числа СН — групп & ‚ используется 


следующая эмпирическая формула [3] 


| = (1.265.2+1.5) А 


В выражение химического потенциала (6) входит величина @ (расстояние 
между ближайшими узлами решетки), которая в общем случае зависит от степени 
диссоциации 2 и от числа СН, -— групп &. Однако, как и в работах [4, 5], @ при 
некоторых условиях может оставаться постоянным. В нашей работе выбрано 
значение @ = 10°м., 2 меняется в интервале 2 (0,1), а & =[6,18]. При 
значениях 2< 0.5 результаты не совпадают с экспериментальными данными, 
поскольку здесь не учитывается влияние окружающих в домене ламеллов на 
бислой. 

Из уравнения (6) видно, что д функция от параметров & и 


2, и= 0(2,&). На Рис. 3 графически изображена зависимость = (2), при 
Е =&, =10, ана рис. 4- д= д(&), при2=до= 0.5. 


Как видно из Рис. 3 и 4 с увеличением 2 в интервале 2 = [0.5 = ‚ значение 


—9 


и уменьшается от (= 5.96.10” Дждо и=5.29-10” Дж, а с увеличением & в 
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интервале & [6,18] увеличивается от и=4.08-107° Дж до д =9.37-107 Дж. 
Такая же зависимость получается при всех значениях 2, =[0.5=1] и 


&, Е [6,18] (т.е. рост 2 сопровождается уменьшением д, арост & — увеличением). 


0.5 06 07 08 09 1, 


Рис. 3. Зависимость химического потенциала от степени диссоциации 
полярных групп молекул 


и .10? 


ББ мам зо 


Рис. 4. Зависимость химического потенциала от числа СН›-групп 
углеводородного хвоста молекулы 


Результаты значений химического потенциала, полученные методом 
минимизации свободной энергии сравнивались С ОПЫТНЫМИ 
калориметрическими результатами. При изменении структуры системы, когда 
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во втором состоянии > и, происходит поглощение количества теплоты, а в 
противоположном случае, при м, < и, количество теплоты выделяется. 


Изменение количества поглощенной или выделенной теплоты пропорционально 
изменению химического потенциала. 
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Рис.5. Зависимость количества выделенной теплоты О от концентрации воды 


На Рис.5 показана зависимость выделенного количества теплоты (©) от 
концентрации вещества в воде (подобно зависимости от 2). Параллельно росту 2 
количество теплоты убывает по тому же закону. Так же изменяется и Ш, т. е. 
О - и, что вытекает из Рис. 3, полученного в результате минимизации свобод- 


ной энергии. 

Таким образом, формула (6) для химического потенциала, полученная 
методом минимизации свободной энергии, в общем случае описывает 
зависимость химического потенциала от степени диссоциации молекул и от 
числа & , входящих в группу СН› молекул. В частном случае можно определить 


вклад энергии в химический потенциал системы от одной группы СН.. 
Результаты сходятся также с имеющимися в литературе известными 
табличными данными [6]. 
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Аннотация. Изучены реакции 4,6-диметил-2-хлорпиримидина с эти- 
лендиамином и гексаметилендиамином. Показано, что в условиях 
реакции, независимо от соотношения реагентов, образуются соответ- 
ствующие бис-пиримидинилпроизводные. Аналогично, за счет обоих 
пиримидиновых колец протекает алкилирование избытком метилио- 
дида. Взаимодействием пиримидиниламиноалканов со спиртовым 

раствором щелочи получены соответствующие ангидрооснования. 

В спектре ЯМР 'Н иодида 2-(бензиламино)-1,4,6-триметилпирими- 
диния, зарегистрированном после добавления СО.ОМа, отмечен лег- 
ко, количественно и избирательно протекающий основный дейтеро- 
обмен протонов лишь С-метильных и аминной групп пиримидиние- 
вой соли. 

Строение полученных веществ подтверждено спектральными мето- 
дами (ЯМР, масс-спектрометрия). 

Ключевые слова: пиримидин, этилендиамин, гексаметилендиамин, 
иодид пиримидиния, ЯМР 1Н. 


Замещенные бис-пиримидинилалканы являются хорошей синтетической 
платформой для получения гетероциклофанов, а также макроциклов, содержа- 
щих фрагменты гетероциклов [1, 2]. Сами бис-аддукты аминоазинов из-за нали- 
чия в их составе пиридиновых атомов азота и аминных групп могут оказаться 
перспективными лигандами для синтеза координационных соединений 
хелатного типа, моделирующих природные металлоферменты, а также в 
качестве электроактивных катализаторов и соединений для селективного 
извлечения редкоземельных металлов из растворов. 

С целью последующего превращения в макроциклы на основе 
пиримидина взаимодействием 4, 6-диметил-2-хлорпиримидина (1) с 
этилендиамином и гексаметилендиамином нами осуществлен синтез бис- 
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пиримидиниламиноалканов. Показано, что, независимо от соотношения 
реагентов, реакция с хорошими выходами протекает за счет обеих аминных 
групп диаминов. Реакция бис-пиримидинилпроизводных с избытком 
метилиодида также приводит к алкилированию атомов азота обоих 
пиримидиновых колец, что подтверждено спектрами ЯМР тн синтезированных 
соединений. 


СН, сн СН сн, 


з СН, 
нм_(СН)а-мН 2 Ге: Ч 2 
7 ^`^м 2 2 2 7 М х Х 
т =. ое м ее 
мо а Н.С М сн, Н.С”. м (СНУ-и ы 
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н,С м МСНуа- СН, 


1 п=а) 2; 5) 6. 2 сн, 3 г сн, 


Спектры ЯМР 'Н соединений 2а и 2Ъ свидетельствуют о симметричном 
строение молекул. В спектрах соединений За и 3ЗЬ алкилирование приводит к 
смещению сигналов всех протонов, связанных с пиримидиновыми кольцами в 
слабое поле. Прежде всего это относится к протонам 5-Н и МН (соответственно, 
на 0.8-0.87 и 1.88-2.43 м. д.). Важно также заметить, что при алкилировании не 
наблюдается перехода амино-групп в иминную форму, о чем свидетельствует 
сохранение в спектрах солей За и ЗБ широкого сигнала протонов аминных 
групп. 

В качестве контроля, позволяющего отметить переход молекулы в имино- 
форму мы осуществили реакцию иодида 2-бензиламино-1,4,6-триметилпирими- 
диния (5) со спиртовым раствором двукратного количества гидроксида калия, 
что привело к синтезу соответствующего ангидрооснования — М№-[1,4,6-триме- 
тилпиримидин-2(1Н)-илиден|бензилимина (6), который лишен возможности на- 
ходиться в аминной форме. Отметим, что выделение ангидрооснований из пири- 
мидиниевых солей ранее было описано с участием одного из авторов при 
изучении механизма рециклизации енаминовых перегруппировок (перегруппи- 
ровок Коста-Сагитуллина) [3-5]. 


СН, СН, СН, 
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| + - кт с 
> ыы 
н,с м № сн.сн, нс” ЗУ у сн,с, нс” ^№М м-Сн,бин, 
4 г сн, 5 < % 


Образование ангидрооснования из соли 5 фиксируется в спектре ЯМР 1Н. 
В частности, в спектре ангидрооснования 6 отмечено исчезновение сигнала 
протона аминной группы, а также значительное, в сравнении с сигналом того же 
протона в иодиде $5 (7.01 м. д.), смещение сигнала протона 5-Н в сильное поле 
(5.59 м. д.). Сигнал метиленовых протонов в спектре ангидрооснования 6 
проявляется синглетом и претерпевает смещение в слабое поле (от 3.75 в соли 5 
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до 4.47 м. д. в соединении 6), тогда как сигналы протонов метильных групп 
смещаются в сильное поле (на 0.35-0.44 м. д.), что, по-видимому, объясняется 
исчезновением положительного заряда из пиримидиновых фрагментов 
молекулы. 

Образование ангидрооснования, подобно описанному выше, нами отмечено 
и на примере бис-аддукта За, при обработке последнего эквимольным количест- 
вом щелочи. В спектре ЯМР 'Н выделенного ангидрооснования 7 отсутствует сиг- 
нал аминного протона, а также наблюдается смещение сигналов всех протонов в 
сильное поле. Обращает на себя внимание существенное (на 1.26 м.д.) 
перемещение в сильное поле сигнала пиримидиновых протонов 5-Н и 5`-Н. 


сн, сн, сн, сн, 
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В предыдущем сообщении [6] был описан изотопный обмен аминных и 
С-алкильных протонов, связанных с пиримидиновым кольцом. Та же закономер- 
ность нами отмечена при исследовании бензиламинопроизводного 5. При 
действии на спиртовый раствор соли 5 в СОзОО дейтерированным метилатом 
натрия (СОзОМа) в спектре ЯМР 'Н уже через 10 мин наблюдается уменьшение 
сигнала С-метильных групп, соответственно, на 53% и 90%, а через 24 часов в 
спектре ЯМР сигналы этих протонов и вовсе не фиксируются, что характеризует 
степень прошедшего дейтерообмена. Важно также отметить, что сигнал протона 
5-Н отмечен в той же области, в которой наблюдались сигналы протонов 5-Н в 
ангидрооснованиях, что свидетельствует об образовании ангидрооснования 
также в процессе избирательного дейтерирования. Отметим, что при 
растворении в дейтерометаноле, даже без добавления СОзОМа, в спектре 
соединения 5 исчезает сигнал протона аминной группы, а сигнал метиленовых 
протонов бензильного фрагмента переходит из дублета в синглет, что 
объясняется прошедшим дейтерообменом. 


СН, Ср, 
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Экспериментальная часть 


Спектры ЯМР были получены в Центре исследования строения молекул 
НАН РА (программа 9$ СВОЕ ВЕСС 17-5), на приборе Уапап «Мегсигу 300» с 
резонансной частотой 300,077 МГц на ядре атома водорода и 75,46 МГц на ядре 
ВС. Температура образцов 303К. В качестве растворителя использован ОМСО- 
4, стандарт ТМС. Масс-спектры зарегистрированы на спектрометре МК-1321 с 
прямым введением образца в ионный источник и при энергии ионизации 70 эВ. 
Для хроматографии в тонком слое использовали пластинки ЗПаЮ| ЧУ-254, 
проявляли парами иода и реактивом Эрлиха. 

№, №-Бис(4,6-диметилпиримидин-2-ил)этан-1,2-диамин (2а). а) К раст- 
вору 0.3 г (0.005 моля) этилендиамина в 3 мл абс. этанола приливают раствор 
1.43 г (0.01 моля) 4,6-диметил-2-хлорпиримидина (1) в 3 мл абс. этанола. Про- 
зрачный раствор кипятят 8 ч. Образовавшийся осадок отфильтровывают, промы- 
вают на фильтре этанолом. После подщелачивания разбавленным водным раст- 
вором МаОН до РН 7.5-8.0 осадок отфильтровывают и получают 1.23 г (90%) 
белых кристаллов соединения 2а, т. пл. 185-187 °С, Ю;0.6 (бензол-ацетон, 2:1). 

6) К раствору 0.6 г (0.01 моля) этилендиамина в 5 мл абс. этанола 
приливают раствор 1.43 г (0.01 моля) 4,6-диметил-2-хлорпиримидина в 5 мл абс. 
этанола. Прозрачный раствор кипятят 8 ч. Образовавшийся осадок отфильтро- 
вывают, промывают на фильтре этанолом, подщелачивают разбавленным 
водным раствором МаОН до РН 7.5-8.0. Получают 1.1 г (79%) белых кристаллов 
2а, т. пл. 186-187 °С, Аг0.6 (бензол-ацетон, 2:1). 

Спектр ЯМР "Н, 6, м.д. (7, Гц): 2.20 (12Н, с, СНз)}; 3.48-3.51 (4Н, м, СН.); 
6.17 (2Н, с, 5Ни 5`Н); 6.69 (2Н, уш. т, /= 5.1, МН). 

Спектр ЯМР ЗС, 5, м.д.: 23.2 (СНУ); 40.5 (СН.); 108.0 (С5); 161.95 (С>); 
165.9 (С-СН». 

Масс-спектр (п1/72, ии %): 272 (М’, 15), 149 (43), 148 (100), 147 (84), 137 
(13), 136 (79), 135 (93),123 (73), 122 (12),107 (45), 106 (12). 

Найдено, %: С 61.65; Н 7.29; М 30.75. С!4Н›о№в. Вычислено, %: С 61.74; Н 
7.40; М 30.86. 

м, №-Бис(4,6-диметилпиримидин-2-ил)гексан-1,6-диамин (25). а) К 
раствору 1.16 г (0.01 моля) гексаметилендиамина в 3 мл этанола приливают раст- 
вор 2.85 г (0.02 моля) 4,6-диметил-2-хлорпиримидина в 3 мл этанола. 
Прозрачный раствор кипятят 8 ч. Образовавшийся осадок отфильтровывают, 
промывают на фильтре этанолом, далее подщелачивают до РН 7.5-8.0. 
Получают 1.9 г (58%) белых кристаллов бис-аддукта 25, т. пл. 125—128 °С, В;0.6 
(бензол-ацетон, 1:1). 

6) К раствору 2.32 г (0.02 моля) гексаметилендиамина в 3 мл этанола при- 
ливают раствор 2.85 г (0.02 моля) 4,6-диметил-2-хлорпиримидина в 3 мл этанола. 
Прозрачный раствор кипятят 8 ч. Образовавшийся осадок отфильтровывают и 
обрабатывают аналогично описанному выше. Получают 2.5 г (76%) белых 
кристаллов соединения 2, т. пл. 126-128 °С, Ю;0.6 (бензол-ацетон, 1:1). 
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Спектр ЯМР 1, 6, м.д. (Л Гц): 1.37-1.45 (4Н, м, СН›); 1.51-1.60 (4Н, м, 
СН); 2.19 (12Н, с, 4хСНз); 3.25-3.33 (АН, м, МНСН);; 6.09 (2Н, уш. т, /= 5.4, 
МН), 6.16 (2Н, с, 5-Н и 5`-Н). 

Масс-спектр (па/7, Ги, %): 329 (М'-1, 11), 328 (М’, 100), 206 (28), 205 
(34), 204 (22), 193 (29), 191 (77), 178 (13),177 (12), 164 (19),150 (20), 149 (52), 137 
(26), 136 (24), 135 (59), 122 (51). 

Найдено, %: С 65.65; Н 8.31; М 25.77. СзН>№5. Вычислено, %: С 65.82; Н 
8.59; М 25.59. 

Иодид М, №-бис(1`,4`,6`-триметилпиримидин-2`-илий)этан-1,2- 
диамина (За). В запаянной ампуле при температуре 90-100 °С нагревают 8 ч 
смеси 1.9 г (0.007 моля) бис-пиримидинилдиаминоэтана (2а) с 11.4г (5 мл, 0.08 
моля) метилиодида. Образовавшийся осадок промывают эфиром и сушат на 
воздухе. Получают 2.7 г (70%) иодида За, т. пл. 265 °С, К 0,05 (ацетон). 

Спектр ЯМР "Н, 6, м. д.: 2.50 (6Н, с, СНз); 2.64 (6Н, с, СНз); 3.77 (6Н, с, 
МСН;); 3.85-3.89 (АН, м, МНСН.); 7.01 (2Н, с, 5-Н и 5`-Н); 8.57 (2Н, уш, МН). 

Найдено, %: С 34.29; Н 4.45. С6Н›2>М№. Вычислено, %: С 34.55; Н 4.71. 

Иодид №, №-бис(Г`,4`,6`-триметилпиримидин-2`-илий)гексан-1,6- 
диамина (35). Аналогично вышеописанному, в запаянной ампуле при 
температуре 90-100 °С нагревают 8 ч смесь 0.2 г (0.0006 моля) бис- 
пиримидинилдиаминогексана 2Ь и 2.28 г (1 мл, 0.016 моля) метилиодида. 
Образовавшийся осадок отфильтровывают, промывают эфиром и сушат на 
воздухе. Выход 0.22 г (60%), т. пл. 270 °С, В+ 0,05 (ацетон). 

Спектр ЯМР т, б, м. д. (Л, Гц):1.38-1.46 (4Н, м, СН»); 1.60-1.71 (4Н, м, 
СН»); 2.48 (6Н, с, СНз); 2.59 (6Н, с, СНз); 3.50-3.59 (4Н, м, МНСН)); 3.66 (6Н, с, 
М№-СНУ); 6.97 (2Н, с, 5-Н и 5`-Н); 8.59 (2Н, ушш. т, / = 5.2, МН). 

Найдено, %: С 39.05; Н 5.39. СоНз4 №. Вычислено, %: С 39.23; Н 5.61. 

2-Бензиламино-4,6-диметилпиримидин (4). К раствору 2.142г (0.02 моля) 
бензиламина в 3 мл абс. этанола приливают раствор 1.43 г (0.01 моля) 4,6-диме- 
тил-2-хлорпиримидина в 5 мл абс. этанола. Прозрачный раствор кипятят 8 ч. Об- 
разовавшийся осадок отфильтровывают, промывают на фильтре этанолом. 
Получают 1.9 г (89%) белых кристаллов, т. пл. 105-107 °С, В:0.8 (бензол-ацетон, 
3:1). Лит. данные: т. пл. 108.5—110.5 °С [7, 8]. 

Спектр ЯМР 1Н, 6, м.д. (Л Гц): 2.21 (6Н, с, 4,6-ди-СНз); 4.55 (2Н, д, Л= 
6.3, МНСН)}; 6.22 (1Н, с, 5-Н); 6.70 (1Н, т, /= 6.3, МН); 7.11-7.33 ($Н, м, СвН5). 

Спектр ЯМР “С, 5, м.д.: 23.2 (СН.); 43.9 (СН; 108.3 (Су»); 125.8 (СвН5; 
126.9 (СсН5); 127.5 (СбН5); 140.2; 161.8; 166.0. 

Масс-спектр (11/7, Ги. %): 213 [М1] (100), 212 (34), 137 (12), 108 (25), 
107 (19), 106 (86), 91 (21). 

Иодид 2-(бензиламино)-1,4,6-триметилпиримидиния (5). Смесь 2.13 г 
(0.01 моля) бензиламинопиримидина 4 и 9.12 г (4 мл, 0.064 моля) метилиодида 
нагревают в запаянной ампуле при температуре 90-100 °С 8 ч. Образовавшийся 
осадок промывают эфиром и сушат на воздухе. Получают 3.3 г (93%) иодида 5, 
т. пл. 155—160 °С, К; 0,05 (ацетон). 
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Спектр ЯМР 1, б, м.д. /, Гц (ОМСО-4%): 2.49 (ЗН, с, СН-); 2.65 (ЗН, с, 
СНз); 3.75 (ЗН, с, МСН:); 4.78 (2Н, д, / = 5.7, МНСН»); 7.01 (1Н, с, 5-Н)}; 7.20-7.34 
(ЗН, м, СвН.5); 7.38-7.43 (2Н, м, СвН5};; 9.25 (1Н, т, / = 5.7, МНСН)). 

Спектр ЯМР ЗС, 6, м. д.: 20.6 (СНУ); 24.3 (СН); 36.1 (СН.); 45.10МСНУ}; 
111.7(СвН5; 126.8 (СН5); 127.5 (СёН5)}; 127.8 (СёН5); 137.1(С>); 153.7 (С-СНз}); 
159.7 (С5); 173.3 (С-СН.з). 

Найдено, %: С 47.09; Н 5.37; М 11.75. С\4Н10\№. Вычислено, %: С 47.34; Н 
5.11; М 11.83. 

Взаимодействие иодида 2-бензиламино-1,4,6-триметилпиримидиния 
(5) с СОзОМа в дейтерированном метаноле-(44). В ампуле ЯМР готовят раст- 
вор нескольких мг иодида 5 в СОзОО и регистрируют контрольный спектр 
ЯМР 'Н. Далее в ампулу прибавляют 2-3 капли заранее приготовленного 
раствора СОзОМа в СБОР и контролируют динамику протекающего процесса 
дейтерообмена протонов в ампуле, путем регистрации изменений в спектре ЯМР 
'Н в течение времени. Первый спектр регистрируется через 10 мин после 
добавления алкоголята натрия, последний через 24 ч. 

Спектр ЯМР 'Н иодида 5, 5, м. д., (СОзОО): 2.51 (ЗН, с, СН.); 2.61 (ЗН, с, 
СНз)}; 3.65 (ЗН, с, М-СНз}; 4.85 (2Н, с, СН.); 6.96 (1Н, с, 5-Н); 7.30-7.45 (5Н, м, 
С‹Н.). 

Спектр ЯМР И иодида 5, 5, м. д., (СО-ОМа в СО;ОО) /через 10 мин 
после добавления СОБзОМа/. 2.18 (1.4Н, м, СН:3); 2.31 (0.3Н, м, СНз); 3.41 (ЗН, с, 
М-СНу; 4.67 (2Н, с, СН»); 5.88 (1Н, с, 5-Н); 7.11-7.37 (5Н, м, СёН.5). 

Спектр ЯМР 'Н иодида 5, 6, м. д., (СОБ.ОМа в СОзОО) /через 24 ч после 
добавления СО.ОМа/. 3.42 (ЗН, с, М-СНз); 4.66 (2Н, с, СН.); 5.87 (ЛН, с, 5-Н); 
7.11-7.37 (5Н, м, СвН5). 

Получение ангидрооснований из иодидов За и 5. 

Взаимодействие иодида 2-бензиламино-1,4,6-триметилпиримидиния 
(5) со спиртовым раствором едкого кали. Получение М№-(1,4,6-триметилпи- 
римидин-2-илиден)бензилимина (6). К 0.36 г (1 ммоля) иодида 5 в 5 мл 
абсолютного спирта при перемешивании и температуре 0 °С добавляют 5 мл 
абсолютного спирта, содержащего 0.06 г (1 ммоля) 85%-ого гидроксида калия. 
Через 5 мин образовавшийся желтый осадок отфильтровывают, промывают на 
фильтре и сушат на воздухе. Получают 0.11 г (50%) ангидрооснования — №М- 
(1,4,6-триметилпиримидин-2-илиден)-бензилимина (6), А; 0.19 (ацетон), т. пл. 
185 °С (обугливается). 

Спектр ЯМР '"Н, 5, м.д. (ОМСО-45: 2.10 (ЗН, с, СН.); 2.21 (ЗН, с, СН»); 
3.36 (ЗН, с, МСН»); 4.49 (2Н, с, СН»); 5.60 (1Н, с, 5-Н); 7.06-7.31 (ЗН, м, СбН.). 

Найдено, %: С 74.09; Н 7.35. С\4НуМ№з. Вычислено, %: С 73.98; Н 7.54. 

Взаимодействие иодида бис-пиримидиния За со спиртовым раствором 
едкого кали. Получение м, №-бис[1,4,6-триметилпиримидин-2(1Н)-или- 
ден]этан-1, 2-диамина (7). Аналогично описанному выше к 0.56 г (1 ммоля) ио- 
дида За в 5 мл абсолютного спирта при перемешивании и температуре 0 °С 
добавляют 5 мл абсолютного спирта, содержащего 0.12 г (2 ммоля) 85%-ого 


Г.Г. Данагулян, А.К. Туманян, К.К. Айрапетян 55 


гидроксида калия. Через 5 мин образовавшийся желто-зеленный осадок отфильт- 
ровывают, промывают 2 мл холодного абс. этанола и сушат на воздухе. 
Получают 0.17 г (57%) ангидрооснования — М', №-бис[1,4,6-триметилпирими- 
дин-2(1Н)-илиден]этан-1,2-диамина (7), Кг 0.24 (ацетон), т. пл. 175-178 °С 
(обугливается). 

Спектр ЯМР "Н, 6, м.д. Л, Гц (ОМСО-а45: 2.12 (6Н, с, СН»); 2.25 (6Н, с, 
СНз); 3.38 (6Н, с, МСНу};; 3.42 (4Н, т, СН>СН»}; 5.75 (2Н, с, 5-Н и 5`-Н). 

Найдено, %: С 63.75; Н 8.31. С 6Н24№. Вычислено, %: С 63.97; Н 8.05. 
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АКТИВНОСТЬ ФЕРМЕНТОВ АНТИОКСИДАНТНОЙ СИСТЕМЫ 
ЛИСТЬЕВ ЛАВРА ИЗ РАЗЛИЧНЫХ РЕГИОНОВ ЮЖНОГО 
КАВКАЗА 
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Аннотация. Исследовано содержание хлорофиллов и каротиноидов 
в листьях Гаигиз порШ5 Г., собранных в районе города Ноемберян, 
Армения (Г.. по Ш5л) и в районе города Зугдиди, Грузия (Г. по1И5с). 
Показано, что содержание всех пигментов у [. пос в 1,5 и более 
раз превышает их содержание в Г. МрШ54, а соотношение 
хлорофиллов а и Б (Хлорд/Хлорв) также является показателем 
хроматической адаптации и равно 1,61 и 1,53 для Г. поБИ5с и Г. 
№ д, соответственно. Выявлено, что в процессе адаптации [. 
пор происходит как уменьшение содержания основных 
пигментов, так и снижение активности основных ферментов 
антиоксидантной системы. Изменения в содержании пигментов и 
активности ключевых ферментов антиоксидантной защиты 
коррелируют с уменьшением синтеза вторичных метаболитов. 
Ключевые слова: Гаигих порШ5 Г., ферменты, белок, хлорофилл, 
относительная влажность 


Флавоноиды являются вторичными  метаболитами растительного 
происхождения, представляющими обширный класс низкомолекулярных 
полифенолов. Они обладают широким спектром биологического действия, 
включающим антибактериальное, антивиральное, антигрибковое, защищают от 
УФ-облучения, модифицируют  ферментативные реакции. Флавоноиды 
проявляют иммуномодулирующую и — противо-воспалительную, —анти- 
астматическую, антигистаминовую, противоопухолевую, гепатопротекторную и 
т.д. активности. Считается, что в основе большей части физиологического 
действия фенольных соединений лежат их антиоксидантные свойства, 
заключающиеся в способности реагировать со  свободорадикальными 
соединениями, образующимися в условиях окислительного стресса. 
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Главную роль в защите от кислородных интермедиантов играют 
ферменты, способные обезвреживать супероксидные радикалы и перекисные 
соединения в клетках, например: супероксиддисмутаза (СОД), каталаза и 
пероксидазы [1]. Абиотические и биотические стрессы приводят к временному 
сдвигу тканевого баланса антиоксидантов и про-оксидантов в сторону 
последних. Однако в настоящее время нет целостного представления как о 
влиянии различных неблагоприятных факторов внешней среды на метаболизм 
белков и, в частности, ферментов-антиоксидантов в клетках растений, так и 
механизмах компенсации повреждений, вызванных этими факторами. Для 
ферментов антиоксидантной защиты характерно согласованное действие. 
Например, такие ферменты-антиоксиданты, как СОД, каталаза и пероксидазы 
работают, как правило, в комплексе. Ключевым ферментом этого 
мультиферментного антиоксидантного комплекса является СОД, катализи- 
рующая лимитирующую стадию процесса превращения супероксидного 
радикала в другие активные формы кислорода. Данные литературы [2, 3, 4, 5] 
показывают, что при высоко- и низкотемпературном шоках в клетках растений 
происходит уменьшение содержания и снижение активности СОД и каталазы. 
Поэтому воздействие различных температур на растительный организм 
существенно смещает равновесие прооксиданты/антиоксиданты, что приводит к 
взаимодействию активных форм кислорода с биомолекулами и различными 
клеточными структурами. 

Возникающие при этом в большом количестве, например, продукты 
перекисного окисления липидов и др., могут выступать первичными 
медиаторами стрессового воздействия температурного фактора и индукторами 
соответствующих защитных механизмов в растительных клетках. 

Лавр благородный (Гаигаз побШз Г.) — это вечнозеленый кустарник, 
растущий в Средиземноморском регионе. Листья лавра благородного как 
лекарственного растения ([. порШ5 Г.) используются при лечении ревматизма, 
кожных сыпях, а также боли в ухе, используются как ветрогонное, потогонное, 
стимулирующее, рвотное средство, понижающее уровень холестерола в крови и 
т.д. На Кавказе лавр широко культивируется в регионах с морским климатом — 
таких, как прибрежные районы Грузии. В последние годы лавр стал 
культивироваться в Армении в Тавушской области (Ноемберян), которая 
граничит с Грузией. Однако изменение среды культивирования (климат, почва, 
высота над уровнем моря) приводит к стрессу, что не может не отражаться на 
количественном и качественном составе вторичных метаболитов, ответственных 
за лечебные свойства лавра. Целью настоящей работы являлось исследование 
изменений, происходящих в составе вторичных метаболитов и в активности 
ферментов антиоксидантной системы лавра в процессе адаптации к новым гео- 
климатическим условиям. 
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Материал и методы 


В экспериментах использовался (Гаига$ побИ1$) Г, из Ноемберянского р-на 
Армении (Ё. пор ША) и Зугдидского р-на Грузии ([. по И5с), репродукции 
2012г. Листья предварительно стерилизовали в 1% (У/У\У) гипохлорида натрия, 
сушили до 10% влажности, замораживали и хранили при — 20°С для анализов. 


Определение относительной влажности листьев 


Относительную влажность листьев (ОВЛ) оценивали по методу [6]. 
Для этого взвешивали 4—6 свежих листьев, добавляли дистиллированную 
воду и оставляли в течение 20 ч при температуре +4°С, затем повторно 
взвешивали набухшие листья. После этого их сушили при температуре 65-— 
70°С в течение 48 ч и определяли вес сухих листьев. ОВЛ рассчитывали 
по следующей формуле: 

ОВЛ = [(сырой вес — сухой вес) / (набухший вес — сухой вес)] х100 (%) 


Определение содержания хлорофилла в листьях 


Хлорофилл экстрагировали 80% ацетоном в течение 24 часов и 
после центрифугирования при 13000 об/мин измеряли поглощение 
надосадка на спектрофотометре (ЦУ/У15 ЛЕМ\МАУХ 6405). Содержание 
хлорофилла А (Хлд) определяли при длине волны 663 нм, Б — при 645 нм 
(Хль), общее содержание хлорофилла при 652 нм, а содержание В- 
каротиноидов (В-Кар) — при 450 нм [7]. 

Для каждой длины волны А. поглощение А) экстракта определяли по 
формуле: 


А)= (Схл-дХ &хл-Ал) + (Схл-БХ &хл-Б.л) + (Св-карХ 8вВ-Кар.л.) 


Таким образом, если известны молярные коэффициенты экстинкции 
(=) трех пигментов, то могут быть определены концентрациях всех трех 
пигментов в экстракте. Коэффициенты экстинкции в 80% ацетоне, на 
основании которых рассчитывали содержание этих пигментов, равны 
(86,3 мм" см" при 663 нм для ХлА, 134,14 мМ см" при 646 нм для Хльи 
140 мм” см" при 454 нм для В-Кар), соответственно. 

Содержание пигментов (мг/г сухого веса) рассчитывают по формулам: 


СА = 12,21 ХОбвз — 2,81%Обав 


Св= 20.13хОцбв — 5.03 хОбвз 
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Склр = (1000%Оал — 3.27хСА — 100 х Сьв)/229, 


где Са, Св, и Скдь- концентрация хлорофиллов а, Ь и каротиноидов в мг/л. 
р — оптическая плотность при длине волны в формуле. 

Затем вычисляют содержание пигментов (А) в растительном материале в 
мг/г сырой массы: 

А=УС/ 1000Р, где С — концентрация пигментов в мг/л; 

У - объем вытяжки в мл (25 мл); 

Р — навеска растительного материала в граммах (0,1-0,2 г) и содержание 
пигмента в % на сырую массу по формуле: % пигмента = А/10, где А — содержа- 
ние пигмента в 1 грамме [20]. 

Содержание хлорофилла в листьях растений составляет в среднем около 
0,3 % сырой массы (0,1-0,7 %). При расчете на 1 дм’ листовой поверхности 
количество хлорофилла варьирует в пределах 0,7-0,8 мг. Количество 
каротиноидов в листьях примерно в 3-8 раз меньше, чем хлорофилла. 


Определение растворимого белка и активности ферментов. 


Для измерения активности супероксиддисмутазы (СОД), 1 г измельченных 
листьев гомогенизировали в 5 мл 0,05 М Ма фосфатного буфера (рН 7,8), 
содержащего | мМ ЭДТА и 0,2 г (1х 8, 200х400 меш) Ро\ех. Определение 
активности СОД проводили спектрофотометрически при 560 нм по методу 
Бекампа и Фридовича [8], который основан на уменьшении оптической 
плотности р-нитро-тетразолия хлорида. В качестве единицы активности СОД 
принимали количество фермента, необходимое для 50% ингибирования 
скорости уменьшении оптической плотности р-нитро-тетразолия хлорида. 
Реакционная смесь содержала 50 мМ Ма фосфатного буфера (РН 7,8), 33 иМ р- 
нитро-тетразолия хлорида, 10 мМ Г-метионина, 0,66 мм ЭДТА и 0,0033 мм 
рибофлавина. 

Для измерения активности пероксидазы 1 г измельченных листьев 
гомогенизировали в 3 мл 0,05 М трис-глициновом буфере (РН 8,3), содержащий 
17% сахарозы и 0,2 гг (1х 8, 200х400 меш) Во\ех. Активность пероксидазы 
определяли по методу [9]. Активность измеряли по возрастанию оптической 
плотности при 465 нм, происходящего за счет образования окисленной формы 
диаминобензидин-тетрагидрохлорид дигидрата. Реакционная смесь содержала 
диаминобензидин-тетрагидрохлорид и 0,6% Н›О›. Активнось фермента 
определяли в ИМ мл" утилизированного НО) в мин". 

Для измерения активности каталазы 1 г листьев гомогенизировали в 3 мл 
0,05 М Ма фосфатного буфера (рН 7,6), содержащего 1 мМ ЭДТА и 0,2 г (1х 8, 
200х400 меш) Ро\мех. Активность каталазы (КАТ) определяли по методу 
Бергмайера [10], основанному на утилизации Н›О»›, измерением уменьшения 
оптической плотности при 240 нм. Реакционная смесь содержала 0,05М 
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фосфатного буфера (рН 7,0), 1 мМ ЕРТА с и 3% Н.О.. Активность фермента 
определяли в ИМ утилизированного Н›О› мин". 

Гомогенизации проводили в ледяной бане. Гомогенаты центрифугировали 
при 13,0005 в течение 40 мин при температуре +4°С. Надосадки использовали 
для определения ферментативной активности и содержания белка. 


Определение содержания белка 


Общее содержание растворимых белков определяли по Бредфорду [11], 
используя в качестве стандарта БСА. Определение содержания белка основано 
на сдвиге спектра поглощения красителя кумасси ярко-голубого (СВВ О-250) в 
сторону 595 нм при связывании его с белком. 


Результаты и обсуждение 


На первом этапе нами исследовалось общее содержание пигментов в 
листьях [. порШ5с и Г. Моя. На Рис.1 приведены спектры поглощения 
ацетоновых экстрактов листьев /.. пос и Г. Мо 5. 
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Рис.1. Спектры поглощения ацетонового экстракта Г. пос (1) и Г. 


№15 А. (2), а также растворов кверцетина (3) и рутина (4). 
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Как видно из рисунка, общее содержание пигментов в 1г листьев /. по - 
П5с значительно превышает аналогичный показатель [. Мод. Известно, что 
качественный и количественный состав пигментов является (в физиологическом 
смысле) показателем приспособленности растения к условиям окружающей 
среды. С этой целью нами проводилось определение содержания отдельных 
пигментов (хлорофиллов и каротиноидов) в экстрактах [. по 5 с и Г. Мод. 

Полученные результаты обобщены и представлены в Таблице1. 


Таблица 1. Содержание пигментов в экстрактах листьев /.. по Ш5с и Г. Мо 5. 

















пигмент 5 Г. по ША Г. поБИ5с 

мМ"ем" | оп |С(мм) Сыю| оп | Сым) | См 
ХлА 86,3 0,615 7.1 6,49 0,979 11.3 10,36875 
(0.663) 
Хлв 134,14 0,364 2.7 4,23 0,564 4.2 6,42895 
(645) 
Кар 140 0,935 6.7 2,14 1,5 10.7 3,59428 
(то) 






































Известно, что количество хлорофилла и каротиноидов, приходящееся на 
единицу веса, различно у растений, адаптированных к разным условиям. Как 
видно из Таблицы 1, содержание всех пигментов у /[. по Ш5с в 1,5 и более раз 
превышает их содержание в Г. №54. Однако при этом соотношение 
(ХлА+Хлв)/Кар у Г. побИ5с и Г. № ЫШ5А составляет 4,67 и 5,00, 
соответственно. Это указывает на относительно большее содержание 
каротиноидов в Г. пор 5с. Соотношение хлорофиллов а и ВБ (Хлд/Хрв) также 
является показателем хроматической адаптации и равно 1,61 и 1,53 для [. пов1- 
15с и Г. №54, соответственно (Таблица 1). Таким образом, в процессе 
адаптации происходят количественные изменения в пигментах Г. по 5с и Г. 
№ БИ“, что может отражаться на их метаболической потенции и 
антиоксидантных свойствах. 

Одной из первых неспецифических ответных реакций растений на 
биотический и абиотический стрессы, в том числе и на высоко- и 
низкотемпературные шоки, является генерация АФК. Избыточное образование 
АФК может происходить в митохондриях и хлоропластах (при переносе 
электронов по электронтранспортным цепям), в эндоплазматическом ретикулуме 
(при работе микросомальных монооксигеназ), в пероксисомах (генерация 
перекиси водорода). Интенсификация генерации прооксидантов происходит 
также при активации оксидаз, локализованных в плазматической мембране и 
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цитоплазме и, возможно, связанных с рецепторами, передающими клетке 
внеклеточные сигналы [5, 12, 13]. 

Что касается вторичного стресса (воздействие высоких или низких 
температур), то он сопровождался снижением скорости биосинтеза СОД и 
каталазы. Известно, что растительная ткань реагирует на воздействие различных 
неблагоприятных внешних факторов среды, в том числе различных 
биологических и химических агентов, сходным образом, что свидетельствует об 
универсальности некоторых защитных реакций живых организмов на 
воздействие окружающей их среды [9, 12]. В частности, супероксидные 
радикалы являются одним из факторов лигнификации для создания 
механического барьера на пути инфекции, а также служат эндогенным 
индуктором синтеза фитоалексинов, этилена и др. Установленное рядом 
исследователей [14] повышение активности и содержания пероксидазы при 
температурных шоках, по-видимому, связано с тем, что пероксидазам растений 
свойственна уникальная метаболическая полифункциональность [15, 16, 17]. Так 
как, помимо выполнения своей основной функции — защиты клеток от 
токсичных перекисных радикалов, пероксидаза принимает участие во многих 
других процессах, таких как полимеризация монолигнолов при образовании 
лигнинов [18, 19, 20, 21] и оксисление кониферилового спирта при образовании 
лигнанов [22, 23]. Установлено, что пероксидазы могут участвовать в защитных 
механизмах при заражении растений патогенами, так как образующиеся при 
окислении фенолов токсичные продукты ингибируют рост и развитие 
возбудителя болезней у растений. 

В Таблице 2 приведены содержание флавоноидов и активность некоторых 
ферментов антиоксидантной системы Г. пос и Г. Мо 5. 


Таблица 2. Содержание флавоноидов и активность ферментов 
антиоксидантной системы /. порИси Г. Мо ША. 
































Г. пой Г. МорШ5А. 
Фермент Е ее Г. №оБШ5 А /Г. пор С 
Ед.акт./мг белка Ед.акт./мг белка 
СОД 147.6 120,6 = 0,6 0,81 
КАТ 12.8 8 0,66 
ПО 20,44 = 2,28 1 0,54 
Содержание 40.1 = 0.45 26.6=0.1 0,65 
флавоноидов (мг/Г) 




















Как видно из таблицы 2, в процессе адаптации происходит значительное 
уменьшение активности всех исследованных ферментов. Однако если 
активность СОД уменьшается на 19%, то активность каталазы и пероксидазы 
уменьшаются на 36% и 46 %, соответственно. 
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Таким образом, из наших результатов следует, что в процессе адаптации 
происходит уменьшение как содержания основных пигментов, так и активности 
ферментов антиоксидантной системы Г. поб5л. Исследованные биохимические 
показатели прямо коррелируются с общим содержанием пигментов в листьях и 
хлорофилла, в частности. Изменения в содержании пигментов и активности 
ключевых ферментов антиоксидантной защиты приводят к уменьшению синтеза 
вторичных метаболитов [24], что может отражаться на лечебных свойствах Г. 
по. 
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Аннотация. Данная работа посвящена изучению прямого 
взаимодействия подофиллотоксина, этопозида и тенипозида с ДНК, 
используя метод  абсорбционной спектроскопии и метода 
молекулярной динамики. Методом молекулярной динамики выявлены 
возможные сайты связывания. Двумя методами определены 
константы связывания и число пар оснований на ДНК, с которыми 
связывается одна молекула лиганда. Проведен сравнительный анализ 
полученных результатов. 

Ключевые слова: ДНК, метод молекулярной динамики, константа 
связывания, число мест связывания. 


Введение 


Известно, что подофиллотоксин (№$С 24818) (Птокс) и его полусинте- 
тические производные, в частности, этопозид (\УР-16-213) (Этоп) и тенипозид 
(УМ-26) (Тен), обладают биологической активностью и используются как 
противоопухолевые препараты (Рис. 1) [1-3]. Надо отметить, что Птокс имеет 
высокую степень цитотоксичности, в то время как Этоп и Тен менее токсичны [4]. 

При взаимодействии указанных соединений с клетками-мишенями типы и 
механизмы взаимодействия различны [5—6]. 

Кроме основных типов взаимодействия, описанных в литературе, имеются 
также данные о возможном прямом взаимодействии этих соединений с 
генетическим материалом клетки, в частности, с ДНК [1]. 

В настоящей работе рассматривается прямое взаимодействие этих соеди- 
нений с ДНК, осуществленное экспериментальным путем и методом 
молекулярной динамики (ММД). 
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Рис. 1. Химическая структура лигнанов. 


Материалы и методы 


Приготовление комплексов (три в одном) 

Комплексы приготовляли добавлением предварительно растворенного в 
метаноле Птокс, Этоп, Тен к раствору полимерной (10-15 тысяч пар нуклеотидов, 
“Э1рта”) ДНК в 0,01 М фосфатном буфере, рН 7,0, в молярных соотношениях 
Птокс, Этоп, Тен. /ДНК = 0,125; 0,25; 0,5 и 1,0. Конечная концентрация метанола 
в комплексе не превышала 2,5%. В разработанной системе все три свободно 
растворяются в широком спектре концентраций в Ма-фосфатном буфере, что 
позволяет проводить исследования комплексов в водной среде. 

Обычно экспериментальные кривые связывания лигандов с ДНК 
сопоставляются с изотермой Крозерса-Гурского [7-9], которая описывет изотерму 
связывания при произвольном заполнении. Однако во многих экспериментах, в 
частности, и в наших экспериментах, реализуется случай малых заполнений ДНК. 
В этих случаях экспериментальные данные удобно описать линейной изотермой, 
которая имеет вид [10]: 


г 





=Ка-(2п-1»), (1) 
— 


где г- число лигандов, приходящее на одну пару оснований; с,- концентрация 


Л 
лигандов в растворе; К — константа связывания; И — число пар оснований, с 
которыми связывается одна молекула лиганда. Сопоставив формулу (1) с 
экспериментальными данными, можно определить К и И. Для получения Г/С р 


и г, из спектров поглощения комплексов определялась концентрация не 
связанного лиганда (С,) с помощью уравнения: 


Со (А- А, 
Е (2) 
А-А 


[ее] 
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где А - поглощение комплекса при данной концентрации лиганда, ь И А, == 


поглощение полностью свободного и связанного лигандов, где С, =С #+С, — 
суммарная концентрация лигандов в растворе, Г = С, / С, С, - концентрация 
связанного лиганда, С, — концентрация фосфатных групп нуклеотида. 


Создание компьютерной модели и молекулярное моделирование 

При создании моделей были предусмотрены все параметры для 
низкомолекулярных соединений, получены силовые поля и сгенерированы 
топологические файлы всех трех молекул с использованием разных программ по 
биомоделированию [11-15]. 

Для молекулярного моделирования была использована модель ДНК, 
размещенная на базе данных КСЪЗВ [16] со следующей последовательностью: 


РОВАСАСТАСААТСТТССААТ 
РОВ 2 10 18 





Для проведения компьютерного эксперимента было создано пространство 
додекаэдерного типа с диаметром 144.3 А*, с длиной ребра 51.48 А‘ и с объемом 
1045.49 НМЗ, количество воды и ионов составило 13592 мол. 

Продолжительность времени комплексирования — 40 нс., процедура МД 
протекала с временным шагом Д+ = 2 фс при постоянной температуре Т= 300 К и 
давлением в 1 атм. 

Координаты всех атомов записывались каждые 2 пс. Расчетные критерии 
радиуса взаимодействия рассчитывались по стандарту: для кулоновских 
взаимодействий - 0.9 нм, ван-дер-ваальсовских взаимодействий - 1.4 нм [17]. 

Для расчета энергии комплексообразования этих соединений с ДНК -— 
было использовано уравнение [18], 


АС 


о 


АС ии = АСи„ + АС. +АС „+ ААСбнь + АС +АСбиь,; (3) 





где Си» - вклад ван-дер-ваальсовых взаимодействий (межмолекулярных и с 
водным окружением); АС — электростатический вклад; АС». — полиэлектролит- 
ный вклад; ААСнь — вклад водородных связей; АС. — энергетический эффект 
изменения трансляционных АС,, ротационных АС,„„ и вибрационных АСи». 
степеней свободы: 


Аб, = Аб, + Аб, 
ААСр, =-0.25 *9* (Ми +АМ 


+ АС, (4) 
) ККаМто1; (5) 


где Л — количество межмолекулярных Н-связей, АД№„„ — изменение числа Н- 
связей с водой (гидратационного индекса) при комплексообразовании. 


Абу =7* ЛА у = 50а! (той * А); (6) 





ет" 


50 
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где у — микроскопический коэффициент поверхностного натяжения, у = 50 
кал/(моль’А?). 

Для определения константы связывания всех трех соединений с ДНК были 
использованы следующие уравнения: 


К =ехр _ Аба 5 (7) 


где АС 


ки  ТОоТальная энергия взаимодейсвия, К — газовая постоянная, Т- 


абсолютная температура, К — константа связывания. 


Результаты и обсуждение 


Спектральный метод 

Анализ спектральных данных показал, что при взаимодействии Птокс и 
Этоп с ДНК наблюдаются два типа связывания (данные не приведены). Используя 
уравнения 1 и 2, были рассчитаны константы связывания и число пар оснований, 
с которыми связывается одна молекула лиганда. Для Птокс они составили К\!= 
64.83 п!= 4.46, К>= 6.51 п›= 3.26. Для Этоп К! = 79.31 п!= 18.88, К›= 0.55 п›= 5.54, 
Тен К!= 0 п!= 0, К›= 0 п›= 0. 

Что касается Тен, то прямое взаимодействие с ДНК не наблюдается. 
Воздействие Тен на молекулярном уровне обусловлено другим типом и 


механизмом взаимодействия, о чем и свидетельствуют литературные данные [19- 
23]. 








Метод молекулярной динамики 

Для более детального изучения характеристик и параметров прямого 
взаимодействия этих соединений был проведен компьютерный эксперимент для 
выявления энергетических характеристик и возможных сайтов связывания. 

Полученные данные свидетельствуют о наличии прямого взаимодействия 
Птокс и Этоп с ДНК, причем были выявлены места возможного взаимодействия 
(Рис. 2). 

Птокс и Этоп взаимодействуют с концевыми и/или с дефектными 
участками ДНК. Имеет место также взаимодействие с сахарофосфатым остовом, в 
А-Т богатых участках, большого желобка ДНК. Отметим тот факт, что взаимо- 
действие происходит за счет образования как водородных связей, так и силами 
кулоновского взаимодействия (данные не приведены). 

Как и при экспериментальном, так и при ММД взаимодействии Тен с ДНК 
не наблюдается. Используя уравнение (3-7), были рассчитаны константы 
связывания и число пар оснований, с которыми связывается одна молекула 
лиганда, полученные ММД: Для Птокс К!= 57.25 п!= 3.22, К›= 5,47 п›= 2.40. Для 
Этоп К!= 62,07 п:= 18.0, К>= 0.32 п›= 4.22, Тен К\= 0 п!= 0, К›= 0 п›= 0. 
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Рис. 2. Возможные места связывания: 1) Птокс на молекуле ДНК: А -— 
коцевой участок, Б — дефектный участок, В — взаимодействие с 
большим желобком, 2) Этоп на молекуле ДНК (концевой участок), 
3) Тен на молекуле ЛНК (взаимолействие не наблюлается). 


В таб. 1. приведены сравнительные данные, полученные двумя методами 
для трех соединений при прямом взаимодействии с ДНК. 
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Таблица 1. Значение констант связывания (К) и число пар оснований, 
с которыми связывается одна молекула лиганда (п) Птокс, Этоп, 
Тен с ДНК, полученные экспериментально и методом МД. 





Экспериментально Методом МД 
Комплекс п Кь М Кь 
Тип1 | Тип2 | ТипТ | Тип2 | Тип! | Тип2 | ТипТ | Тип2 
Птокс/ДНК | 4.46 3.26 64.83 6.51 3.22 2.40 57.25 5.47 
Это! ДНК 18.88 | 5.54 79.31 0.55 18.0 4.22 62.07 0.32 
Тен/ДНК - г ы . ы Е Е . 


















































Таким образом, полученные нами данные свидетельствуют, что по 
сравнению с Птокс Этоп сильнее связывается с ДНК, хотя число пар оснований, С 
которыми связывается одна молекула лиганда, у него меньше, чем у Птокс. 
Аналогичные результаты получаются с использованием ММД. 

ММД наряду с другими методами может использоваться для выявления и 
расчета характеристик взаимодействия различных соединений и лекарственных 
препаратов с клеточными структурами. 


ЛИТЕРАТУРА 


1. Вардапетян Г.Р., Рязанова А.С. Биолог. журн. Армении, 1 (63), 18-22 (2011). 


2. Вардапетян Г.Р., Киракосян А.Б., Оганесян А.А.. Пенесян А.Р., Альферман В.А. Биотех- 
нология, 3, 37—41 (2002). 


3. Маитаег А., Лйа 5. Тоигпа] оЁ В1о1. Зет. 1 (1), 46-69 (2009). 


4. Сот4аП2а М., Сагаа Р. ае! Сотга Л. Сазо, М. Соте2-Гигиа М. Тожсоп, 44 (4):. 
401:10.1016/} 4ох1соп.2004.05.008. РМО 15302526 рр. 441-59 (2004). 


5. Ратауап! а, У., Гомт Л». Сит. Мед. Свет. 5 (3):. РМО 9562603, 205—252 (1998). 
6. Втазст М., Саргатсо (., ао Г., Фипто Е. Мо|. РБаги., 51, 1053—1059 (1997). 


7. Бабаян Ю.С., Казарян Р.С., Согомонян Л.Р., Аветисян М.Г., Снгрян А.Е., Гарибян Д.В. 
Биофизика, 43 (3), 422—426 (1998). 


8. МсОйее /.О., Гоп Нрре Р.Н. Г. Ма]. Вло1., 86, 469—489 (1974). 
9. Заседателев А.С., Гурский Г.В., Волькенштейн М.В. Мол. биол., 5 (2), 245-251 (1971). 
10. Агакеуат У., ВаБауап Уи., РопКуап С.Л. В1ото1. Эг. Оуп., 18 (2), 231-235 (2000). 


11. Нез5 В., Киепег С., Гап 4ег 5рое! ., Глпаай Г.Е. 7. Свет. ТБеогу Сотри&, 4, 435—447 
(2008). 


12. РеПегуеп Е., Соааага Т., Ниапз С., её а. Г. Сотри Свегт., 25 (13), 1605—1612 (2004). 
13. Тапе Л, То Е., Сашей 4. её а. Т. Сотри. СВет 25, 1157—1174 (2004). 
14. ап Л, Таиз И’., КоПтап Р., Сабе. О.Л. Мо|. Отарй. апа Мод. 25, 247—260 (2006). 


15: 
16. 
И. 


18. 


1 


К) 


2 


-— 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


3 


— 


32 


33. 


Л.С. Унанян 73 


Магуп М. Свет.Ахоп (В р://\у\у\ .светахоп.сотл) (2012). 
Бер://м\иум гс$Ь.оте/р@Ы/ехр[оге/ехр]оге.4о?гасвагеТА=3Ъзе 


Нотпак Г., АБё ВЮ., её а[. Ргоеиз: Эгисйхте, РипсНоп, апа ВюшЮгтайс$, 65, 712—725 
(2006). 


Костюков. В. Васник СевНТУ: 36. наук. пр. Вип. 113/2011. Серля: Флзика б1юлогчних 
систем 1 молекул. (2011). 


. Ноййшз Л. М.. Рвагт. У\е. 5с1. ЕЯ оп, 10, 101—116 (1988). 
20. 


Террег С.С., Зшалту к. Р. Сапсег Везагсв, 52, 3384—3390 (1992). 


. Бир:/Ам\ум Бегареийс$.сот/?разе 14=87 
22. 
23. 
24. 


Бир://Лм\\и .ассезздайа.Еа.гоу/Агасза Аа _4ос$Лабе1/2011/020119$010$01 ПЫ1.раЁ 
Бир:/Ау\луи. сепе]аб$.соп/Чгазза6/Чеа 5 4еплроз14е/ 


Вардапетян Г.Р., Рязанова А.С. / Исследование взаимодействия подофиллотоксина и 
этопозида с ДНК методом флуоресценции/ Биолог. журн. Армении, 1, 63, с. 18—22 
(2011). 


Вардапетян Г.Р., Киракосян А.Б., Оганесян А.А., Пенесян А.Р., Альферман В.А. / На- 
копление лигнанов в каллусных культурах Г. Аизтасит под действием элиситоров/ 
Биотехнология, 3 с. 37—41 (2002). 


Маитаег А., Ла 5. / Вамесппо|оглса| арргоасвез юг Ше ргодисНоп оЁ роепва! апйсапсег 
[еа45 родоруйПоюхи ап расШахе!: ап оуегуле\м/ е Лоигпа!| оЁ В1о1. $с1. уо1.1, [351е 1, рр. 
46—69 (2009). 


Сотаайгта М., Сагаа Р., Л. 4е! Сотта[, Саято М., Сотег-Гигиа М. /РодорБвуПоюхи: 
Ч51БиНоп, зоигсез, аррИсаНоп$ ап@ пе\у суююхю 4епуайуе$/. Тох1соп 44 (4):. 
401:10.1016/} 4ох1соп.2004.05.008. РМО 15302526 рр. 441-59 (2004). 


Ратауаптий У., Гомт Л». ГРодорвуПоох!$: сиггепе $айа$ ап гесеп( 4еуе]ортеп5/. Сшт. 
Меа. Свет. 5 (3):. РМО 9562603, рр. 205-252 (1998). 


ВтазсШ М., Саргатсо (., Ра Бо Г., Фипто Е. Веанопзыр Бебуееп Гефа! ЕЁес5 апа 
Торо15отегазеП-Ме@ае4 оч е-Зап4деа ОМА ВтеаК$ Ргодисеа Бу Ап@гасусПпез \иБ 
ПЙегепе Зедиепсе ЗресИсйу/ Мо1. Рвагт., 51, рр. 1053—1059 (1997). 


Бабаян Ю.С., Казарян Р.С., Согомонян Л.Р., Аветисян М.Г., Снгрян А.Е., Гарибян Д.В. 
/ Исследование взаимодействия противоопухолевых соединений митоксантрона и 
аметантрона с ДНК по характеру изменения спектров КД/ Биофизика, т. 43, вып. 3, с. 
422—426 (1998). 


. МсСйее /Л.О., Гоп Нрре Р.Н. / ТБеогейса| азресё; оЕ ОМА-ргоеш пиегасйоп$: соорега- 


Пуе ап4 попсоорегануе Бшаше оЁ [атое Поап@$ © а опе-4итепз1опа! Вотозепеоч$ 1айсе/ 
7. Мо|. В1о,, 86, р. 469—489 (1974). 


Заседателев А.С., Гурский Г.В., Волькенштейн М.В. / Теория одномерной адсорбции. 
Адсорбция малых молекул на гомополимере/ Мол. биол. т. 5, М2, с. 245—251 (1971). 


Атакеуап Г., ВаБауап Уи., Ройкуап С. / Раеплтаноп оЁ сопз{апе гаёез оЁ адзогриоп оЁ 
Поапа оп ОМА: Апа[у$1$ оЁ соте]аНоп ВшсНоп / 7. Вюто1. 54. Оуш., у. 18, М 2, рр. 231- 
235 (2000). 


74 


34. 


35. 


36. 


37. 


3 


со 


39. 
40. 


41. 


42. 


43. 


44. 
45. 


Молекулярное моделирование взаимодействия подофиллотоксина ... 


Нез В., Кшепег С., Гап 4ег 5рое[ Р., Глиаай Г. / СВОМАС$ 4: А1еоги таз Юг НзШу 
ЕЁс1еть Гоад-Ва]апсе4, ап Зсаа Ме Моесшаг ЗнпаНоп/ Е. 7. СБет. ТВеогу Сотри. 
4, рр. 435—447 (2008). 


Рецегуеп Е., Содаата Т., Ниап® С., её а. ПОСЗЕ СЫтега-а у1зчайтаноп зузет Юг 
ехр!огафогу гезеагсВ ап апа[уз15/ 7. Сотрий СКетт., 25(13), рр. 1605—1612 (2004). 


Тапе Л, Той К., СаЧиеИ 4., её а. ГОеуеортепи ап4 {езйп оЁа сепега!\ АМВЕВ Югсе 
Неа/. Г. оЁ Сотрий. Сет 25, рр. 1157—1174 (2004). 


Тапе /., Тапе И’., КоПтап Р., Сазе О. /Аютаяс аёот буре апа Бопа буре регсерноп ш 
шо[есшаг тесКатса[ сайси]аНоп5/ 7. оР Мо/. ОгарВ. ап4 Моч., 25, рр. 247—260 (2006). 


. Магут М. / Магуш Уаз изе4 Гог ага\уте, 415р!ауте ап4 сВагасцептлте сБепуса| згасагез, 


забзётасагез ап геасНопз, Магу 5.8.0, СБетАхоп (Бр://уу/\.сБетахоп.сота), (2012). 
Бир://м\м\м гс$Ь.оге/р/ехрюге/ехр]оге.4о?згасваге!А=З3Ъзе 


Ногпак И., АБе К., её а /Сотаратзоп о Мире АтБег Еогсе Е1е14$ апа Оеуе!ортепЕ о 
иргоуеа Ргойелт ВасКБопе Рагатаег$/ Ргоез: Згасвге, ЕипсНоп, ап Влошюппайс$ 
У. 65, рр. 712—725 (2006). 


Костюков В. / Энергетика Связывания Диамидинового Препарата 2В293 С ДНК,, 
В!сник СевНТУ: з6. наук. пр. Вип. 113/2011. Серая: Ф1зика б1оломчних систем 1 
молекул (2011). 


Ноййшя /.Л.М. /Еюроз4е ап4 {епроз14е В1оапа[у$15, теабойзт ап сПтиса| рвагтасо- 
Кшейсз/ РБагт. \е. 5с1. Е@ оп, у.10, рр. 101-116 (1988). 


СШ7ога Террег С., Эшализ Я Р. /Тешроз1Ае шдисез Мисеаг Би поёЕ Миосвопапа ОМА 
Пеогадайоп/ Сапсег гезагсВ 52, рр. 3384—3390 (1992). 


Бер://Лм\и\м БФегареинс$.сот/?раее 14=87 


Бир:/Лм\/\.ассезз даа. Ча.соу/агаезаа_4осзЛабе/2011/020119$010$01 11Ы1.раЁ 
Бр://ууууу. сепе!аб$.сот/агаз6/Чеа115еттроз14е/ 


РОПРОРНУГГОТОХХ АХО Пт 5ЗЕМИ$УМТНЕТИС БЕВТУАТТУЕ$ 


МТЕВАСТТОМ \ТТН ОМА ВУ МОГЕСОГАВ МОРЕШМХС 


Г. Нипапуап 


Тве ситгепЕ \’отК 15 задутя Фе 4иес{ пцегасНоп оЁ родорвуПоюхш, еюорозае 


ап епуроз1ае у ОМА изше Фе те#о4 оЁ абзогрНоп зресгозсору апа фе те#о4 
оЁ то]есшаг 4упатс$. ТВе тефо4 ог тоесшаг упатс Вере4 тю геуеа1 Пе роз$$1- 
Ые Бпаше зпез. №’5 деегттед Бу мо тефо@$ оЁ Ше Ытате сопзап ап4 Фе пит- 
Бег оЁ Базе ратз оп ОМА \И у\ЫсЬ опе то]есше оЁ Папа 15 Ыпате. Сотрагайуе 
апа|у$15 ОР Фе тесетуе4 гези $ Ваз Бееп допе. 


Л.С. Унанян 75 


ПОЗПУЬТО$ЗПРОРУЬ 64, ГЦ ЧБОЦОРое6$Ьч ЦОС ГЬ 
ФПЮЦЭПЕЗПЬ0З 0% ПРОПБОУЗДОБГОБоЗПЬОС 9.0-Ь 26$, 
СОТЬчЧПБГОЗЬЬ ОПЛТОЧОГООХ 06907.04 


Г. ролл 


Цоя арр &ЧррЧаб Е Тоцофпипрарар, Баочрарор и ЗБарщо- 
арт форлаатеортетлай отлооИаарросета р А 9-р ББ’ париорророй 
ие ирочочрор @ Ч оцонре пром ЬУоур УЕооообрр одаоцауа р: 
От ононра праширанр УЕоопр одарила доч9 Е раб 79-р ББ 
Бора ор ололоа отр: Брулл Чери ро Бао аарилб 66’ ана Чану- 
аа шЫЛЬрр © Баишолотт о рр шрдЕрЫбрр, оро@р Бааиуаниааома рту 


Ы& Ч рамапри: 
Чицлир 16 Е чита 9 Ч 16 ша брр Бодо ола ЧЕротбооота: 


76 Вестник РАУ. [, 2013, 75-78 


Поступила 07.02.2013 г. 


УДК 577.164.39+352.38 


ФРАКЦИОНИРОВАНИЕ ЯДА ГЮРЗЫ (МАСВОУТРЕВА 
ТЕВЕТИМА ОВТО$А) ОБИТАЮЩЕЙ НА ТЕРРИТОРИИ АРМЕНИИ 


Д.Г. Оганесян, Г.Г. Гаспарян, Г.Р. Вардапетян 
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Аннотация. Целью настоящей работы являлось фракционирование 
яда гюрзы (Масгоурега (еБеппа оМиза), обитающей на территории 
Армении, методом гель-хроматографии и выделение компонентов 
яда, обладающих протеолитической активностью. Были определены 
оптимальные рН и буферные системы. Показана протеолитическая 
активность выделенной группы фракций яда Масгоурега [еБейпа оБ- 
1иба с молекулярной массой от 20 кДа до 31 кДа. 

Ключевые слова: яд гюрзы, фракция яда, протеолитическая актив- 
ность 


Введение 


Змеиный яд и его компоненты широко используются в качестве иммуно- 
депрессантов, для изучения механизма свертывания крови, изучения молеку- 
лярной организации ацетилхолиновых рецепторов. Он также применяется при 
производстве противозмеиных сывороток. Многолетние опытные данные по- 
казали, что деструктивное действие яда в целом намного сильнее воздействия 
его фракций в отдельности, но при этом и активности фракций отличны и 
специфичны [3]. Змеиный яд по своему составу очень сложен и не до конца 
изучен, но при этом известны его главные химические составляющие — это 
белки, аминокислоты, жирные кислоты, ферменты, микроэлементы [2]. От- 
дельной задачей является препаративное выделение отдельных фракций и/или 
групп фракций. Для этих целей наиболее оптимальным является метод гель- 
хроматографии. 

Целью настоящей работы является разработка оптимальной и щадящей 
методики разделения яда гюрзы Масгомрега [еБейпа оМизе, обитающей на 
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территории Армении, методом гель-хроматографии [4,5] и получение 
отдельных нативных фракций в препаративных количествах. 


Материалы и методика 


Приготовление колонки: Для приготовления колонки использовался 
Сефадекс фирмы Мо17еК{ С 75 с размером частиц 20-80 мкм. Длина колонки — 
42,5 см; диаметр - 2,5 см; объём колонки — 209 см?. Колонки калибровали сме- 
сью витамина В1› (М, =1350 Да) и «голубого декстрана» (М, = 2000 кДа). 


Объем одной фракции — 2,1 мл, скорость элюции — 2,1 мл/мин. 

Деление яда гюрзы на фракции (гель-хроматография): 20 мг яда гюрзы 
(оптимальная концентрация для колонки с данными параметрами) растворены в 
двух милилитрах 10мМ калий-фосфатного буфера (КН.РО.) ьН = 7,2. 

В экспериментах использовали высушенный яд Мастоурега (еБейпа оБЁ- 
15а, обитающей на територии Армении, любезно предоставленной институтом 
физиологии НАН Армении. Яд (10 мг/мл) предварительно растворяли в 
буферном растворе и после центрифугирования (3 минуты при 12.000 оборотах 
в минуту) на центрифуге (писто-сепёее 1уре-320а) пропускали через 
разделительную колонку. Полученные фракции регистрировали на 
спектрофотометре (64050У/У\У15. Зреспорпоютеег, фирмы «ЛЕМ\УАУ») при 
длине волны 280 нм, | = 1 см. После разделения фракции собирали и лио- 
филизировали в лиофилизаторе («Иней»). 

Определение казеинолитической активности фракций 

Определение казеинолитической активности в образцах проводили, 
используя в качестве субстрата казеин [6]. Навеску сухих фракций яда (0,6-0,8 
мг) растворяли в физиологическом растворе и инкубировали 15-20 мин. при 
37°С для полного растворения. Реакционная смесь состояла из 1 мл раствора 
фракций и | мл 2%-го казеина в 0,4 М Ти5-НСГ буфере (рН = 8,2). Реакцию 
запускали добавлением субстрата и проводили 30 мин. при 37°С. Затем 
добавляли двойной объем 5%-ой охлажденной трихлоруксусной кислоты (ТХУ), 
инкубировали 20-30 мин. при комнатной температуре до полного формирования 
осадка. 


Результаты и обсуждение 


После гель-хроматографии тотального яда Мастоурега (еБейпа о Миза 
было собрано 85 фракций по 2,1 мл каждая, из которых были инден- 
тифицированы 4 основные группы. В группы были объединены: 1-я группа — от 
40 кДа и выше (4-ая — 12-ая фракции), 2 группа - от 20 кДа до 31 кДа (13-ая — 
35-ая фракции), 3 группа -— от 2 кДа до 5 кДа (47-ая — 65-ая фракции), 4 группа — 
до 1,5 кДа (69-ая — 87-ая фракции). Из хроматограммы было определено 
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Фракционирование яда гюрзы (тасгозрега [еБейпа обиза) обитающей .... 


процентное содержание отдельных групп фракций: 1)37,5 %, 2)33,7%, 3)8,9%, 


4) 


19,9%, соответственно (рис. 1). 
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Рис. 1. Процентное содержание отдельных групп фракций. 


После лиофилизации выделенных групп определялась протеолитическая 


активность по описанной выше методике. Было показано, что протеолитической 
активностью обладает 2 группа фракций. Другие фракции аналогической актив- 
ностью не обладали. 


Полученные нами данные о протеолитической активности подтверждают 


давно известный, но недостаточно освещенный в литературе факт отличия 
свойств яда армянской гюрзы [2]. 
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